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LIBRI PUBBLICATI 

Dalla Tipografia della Reale Accademia di Marisa. 


Avvertimenti per partire e scrivere correttariiente la Lingua Ita- 
liana in 8. 

Raccolta di scelte Prose Italiane voi. a. in 8 

Ve' sopraccennati libri è prossima ad estinguersi V edizione. 

Dell’Arte Rettorie* libri tre del Ab. D. Geronimo Marano , ad 
aso della Reale Accademia di Marina in 8. 

Aritmetica dell’ Ab. D- Giovanni Gaeta , Professore Ai Geo- 
metria Pitia ed Aritmetica nel Secondo Collegio di Marina , 
quarta edizione sotto al ^torchio. * 

Flauti - Corso di Geometria Elementare , c Sublime , ad uso 
della Pubblica Istruzione del Regno e della Reale Accade- 
mia dii Marina , diviso in quattro volumi in 8. , il prime! 
de' quali contiene i primi sci Libri degli Elementi di Eucli- 
de , il secouijo l’XI. e XII. degli Elementi stessi, il primo libro 
di Archimede sulla Sfera , e sul Cilindro, ed un breve Trat- 
tato della Misura del cerchio ; il terzo le Sezioni Coniche ; 
e ’1 quarto filialmente le Trigonometrie. Edizione sesta . 

Si vende ciascun volume 

... I primi sei libri degli Elementi di Euclide una eoli XI. 
e XII. , con Rote , in 4 graude di carta velina ligato alla 
Bodoniana , opera della quale se ne sono tirati solamente 
loo esemplari. * ' 

Di ciascun de’ volumi terzo e quarto del suddetto Corso ne sono 
■tate anche tirate copie too in 4* » ognun* ielle quali si 

rende. . . - 

. . . Geometria di Sito sul piano , c nello spazio in 8. 

Fergola - Sezioni Coniche Analitiche voi. i in 8. 

. . . Trattato Analitico de’ luoghi geometrici in 8. 

S* rie sono tiriti 5o‘ esemplari in 4 - di carta velina , «d ognuno 
di essi si vende. . . , 

Opuscoli Matematici della Scuola del Sig. Fergola voi. i in 4* 
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Tutti i suddetti libri si trovano vendibili nel Ga- 
binetto Letterario al largo del Gesù nuovo , e presso 
i principali Librai ; e per le commissioni dall’ estero , 
e dal Regno si potrà anche dirigersi al Sig. Ab. D. 
Giovanni Gaeta nell’ Accademia di Marina in S. S«- 
Verino, 
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Elementi di Trigonometria che al presen- 
te si pubblicano , sono la sesta edizione?' di 
tal libro , se si consideri come prima quel- 
la della sola Trigonometria Rettilinea pubbli- 
cata dall’ Autore nel 1810 in fi riè del se- 
condo volume del suo Corso di Sin te- 
si. La presente edizione però non è una 
semplice ristampa delle precedenti } men- 
tre , oltre a’ non pochi cambiamenti ed 
addizioni, anche d’interi Capitoli, che sono 
state fatte ne’ quattro libri altre volte pub- 
blicati , co’ quali si completavano le due 
Trigonometrie , trovansi ora aggiunti due 
altri Libri , che hanno per oggetto un’ appli- 
cazione geometrica della Trigonometria, ne* 
quali si troveranno risoluti elegantemente 
molti Problemi j di modo che per mezzo loro , 
non solamente si dimostra l’ uso vantag- 
gioso che può farsi delle formole trigonome- 
triche in quel genere di ricerche eh’ essi 
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espongano , ma possono anche servire a’ gio- 
vani come esercizio intorno all’applicazione 
dell’Algebra alla Geometria. L’Autore ha 
anche questa volta premesso a tal sua opera 
un Saggio di Storia Trigonometrica , in fine 
del quale egli rende ragione al Pubblico 
delle principali cose da lui fatte in quésti 
Elementi di Trigonometria. Oltre à ciò 
dobbiamo avvertire, che nella presente edi- 
zione si sono corretti quegli errori eh’ erano 
scorsi nelle precedenti , per l’ indicibile fretta 
con la qifale un tal libro, in tutte le volte , 
era stato stampato , a causa del bisogno che 
se ne aveva nelle Scuole 5 la qual cosa aveva 
aggiunte imperfezioni .tipografiche a quelle non 
poche solite a farsi da’ nostri Stampatori. Non 
possiamo perciò pretendere , che questa vol- 
ta anche qualche errore non avesse avuto 
luogo 5 del che ci scuserà certamente , chi 
è per poco pratico nella stampa di li- 
bri principalmente di Matematica. E sicco- 
me non pensiamo , che il pregio del libro 
consista nel comparir corretto , per non aver 
Errata, così gli abbiamo scrupolosamente 
notati qui appresso. 

Ma quel che crediamo indispensabile di 
far avvertire si è , che coloro i quali dovraiv» 


Digltized by Google 



rtf 

no far uso di questo libro per la prima L 
stituzione della gioventù nelle Matematiche, 
non si spaventassero della mole di esso , 
potendo , senza tema di guastar la catena 
delle nozioni elementari di Trigonometria , 
e senza lasciare incompleti i loro allievi 
nell 5 apprendimento di questa Scienza , trala- 
sciare non solo i due ultimi Libri per in- 
tero j ma anche que 5 Capitoli de 5 precedenti 
quattro , che troveranno nell 5 Indice del IL 
bro segnati con un asterisco accanto. Come 
al contrario gli esortiamo a non voler tra- 
lasciare di far bene intendere a 5 giovani tut- 
to ciò eh’ è coin preso nel resto della pre- 
sente Istituzione. 


ERRATA. 

I * 
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lo stesso nel verso 1 pag. seguente #- 



ai pag. i3g. 


l4* 
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/ n.° 109. 

n.° 209. 

i43 

6 

Dal 5. 1 16 al 118 1 

e dal 121 al 124, leg- 


gì J. 216 a 218 e 221 a 224. 

i 44 17 ( 2BAC-4-180 0 ) 2R 2BAC+180 0 X 2R 

1 55 26 Avanti al \/ manca il fattore 2 rp<j. 

162 16 quando quanto 
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SAGGIO 

' DI 

STORIA TRIG QN0M2TÀIC A. 


Siquidem in ornai scientiarum gtnere , notte quibus gra » 
dolivi incrementis adolcoerint jucundissimum est , et ad 
rerum ipsarum iutelligentiam pi ur unum conferì. 

Sih.Hobsi.ey pag.Si in Corri, in. Arith.Newt. 


Prime ricerche trigonometriche 
presso i Greci. 

T 

J. primi germi delle funzioni circolari apparvero r 
da che il divino Archimede (i) intraprese a rettificare 
la circonferenza; poiché da questa ricerca egli si vede 
passar mano mano dal raggio del cerchio alla de- 
terminazione delle corde rappresentanti i lati di 
quella serie di poligoni regolari successivamente in- 
scritti in esso, crescenti sempre in ragion doppia ' 
rispetto al numero de'lati , cominciando dall' esago- * 

no ; ed egli dovè inoltre procedere ancora alla de- 
terminazione delle saette, ed apotemi , o coseni del- ' 
la metà degli archi medesimi . Inoltre trovasi anche 


(i) Circa a5o armi prima dell' Era volgare. 
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da lui determinata la tangente dell’ arco di 3o* . 

Dopo Archimede, Ipparco (a) ristauratore dell’ 
Astronomia presso de’Greci si occupò pure della de- 
terminazione dille corde degli archi circolari , e trat- 
tò quest’ argomento in cadici Libri , come cel rap- 
porta Teone nel suo Lomento all’ Almagesto di To- 
lomeo ; e questo lavoro d’ Ipparco , per quanto lice 
congetturarne, doveva essere un compiuto Trattato 
di Trigonometria per que’ tempi , 

Seguentemente Menelao, ne’ principi del se- 
condo secolo dell’ Era volgare , compose sei libri 
intorno allo stesso argomento . Ma uè meno quest’ 
opera di Menelao , nella quale par che dovessero 
contenersi non solamente i principi per la determi- 
nazione delle corde, ma anche le Tavole di queste 
è a noi pervenuta . Scrisse anche questo Geo- 
metra tre libri degli Sferici , che Maurolico fece 
il primo conoscere traducendoli dall’Arabo in Lati- 
no , e pubblicandoli nel 1 558 (3) ; ma essi non 
sono già , come credè il Signor Hutton , un Trat- 
tato di Trigonometria Sferica , avendo per oggetto 
la teorica de’ triangoli sferici, intorno a’ quali con- 
tengono molti teoremi curiosi e poco conosciuti. 

Poco dopo di Menelao, o pure conlempora- 


( 2 ) Circa *5o anni prima dell’Era volgare. 

(3) Regiomantano prima del Maurolico gli aveva 
anche tradotti; ma questa sua opera , insieme con altre 
traduzioni , che fece di libri di Matematici Greci, con- 
servasi tuttora manoscritta j nella Biblioteca di Norim- 
berga. 


i . / 
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di Stori* Tr»sowometric* jti 
neamente , Tolomeo (4^ .occupatosi dell’ Astronomia 
e della Geografia dovè necessariamente entrare a 
trattar di proposito di ricerche Trigonometriche ; e 
la sua opera , eh’ è la sola che siaci "pervenuta da’ 
Geometri Greci , intorno a questo argomento , può 
farci conoscere fin dove questa scienza fosse giunta 
a quel tempo , sia che Tolomeo non abbia fatto al- 
tro che raccogliere le cose , eh’ egli espone , da’ 
Geometri suoi predecessori , sia che le abbia in gran 
parte egli stesso inventate. 

In tali ricerche egli suppone diviso il raggio 
del cerchio in 60 parti uguali , di una delle quali 
si vale poi per unità nel determinare le corde de- 
gli archi procedenti per uguali differenze . La Ta- 
vola degli archi , e delle corde , ch’egli riporta nel 
1°. Libro del suo Almagesto contiene tre colonne . 
Nella prima delle quali sono registrati gli archi di 
3o in 5o minuti; nella seconda le rispettive corde 
espresse in parti sessagesime del raggio, co’ loro 
minuti e secondi ; e nella terza finalmente le diffe- 
renze delle corde corrispondenti ad un minuto de- 
gli archi , o la 3o. ma parte delle differenze tra le 
corde registrate nella seconda colonna. Egli espone 
anche in questo luogo il metodo da lui tenuto per 
la costruzione di questo canone di corde , fondato 

¥ 


(4) Questo Matematico antico non fu già nativo 
di Pelusio , come si è da tutti creduto ; ma di Tole- 
maide in Egitto ( Vegg. il Montitela.) 


xn " • Slitto 

sul celebre Teorema da lui dimostrato pel quadrila- 
tero inscritto nel cerchio, cioè che : Il rettangolo 
delle diagonali pareggia la somma dei due ret- 
tangoli ciascuno contenuto da' lati opposti (5); 
il qual Teorema tra poco vedremo campeggiare nel- 
la nostra costruzione del Canone Trigonometrico. 
£d è da credere che non avrebbe quel Geometra 
sicuramente mancato di compiere si utile computa- 
mento delle corde suddette da lui comincialo , se 
la Geometria fin da que' tempi fosse stata ador- 
na di simboli algebrici in convenevol modo. 

. 4 • 

Trigonometria presso gli Arabi. 

11 Canone Trigonometrico espresso per le cor- 
de degli archi , continuò ad essere in uso fino a 
circa il nono secolo , alla quale epoca gli Arabi co- 
minciarono a sostituirvi quello de'seni , che a vero 
dire , è più facile , più comodo, e più spedito del 
precedente. Dobbiamo inoltre ad essi una maggio- 
re ampliazione di questa scienza , ed alcuni impor- 
tanti Teoremi , de’ quali anche adesso ci valghiamo 
con qualche vantaggio nella costruzione del Canone. 


(5) La dimostrazione di questo Teorema è stata 
da noi recata nell' Addizione al Libro VI. degli Ele- 
menti di Euclide ( Vcgg- il voi. i. dii presente Corso.) 


V . 
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di Stodu TueoiteHima. jttìf 

. - , . ' *- 

Trigonometria presso gli Europèi. 

c 

Gli Europei appresero la Trigonometria dagli 
Arabi, ma è incerta l’epoca in Cui ciò avvenne » 
e chi fu il primo ad apprenderla da essi ; nè la 
Storia delle Matematiche ci presenta cosa che pos- 
sa esser per noi di qualche importanza intorno a- 
gli avanzamenti della Trigonometria presso costo- 
ro, fino al principio del i 5 .° Secolo , nel quale 
Giorgio di Purbach ( 6 ) arricchì la Trigonometria 
e l’Astronomia di nuovi Teoremi , Tavole, ed os- 
servazioni . Egli fu il primo , che per costrui- 
re con più approssimazione la Tavola de’ seni , im- 
maginò di estendere la divisiona del raggio, pra- 
ticata , come si disse la prima volta da Tolo- 
meo , fino a 600000 parti uguali , e computò poi 
con tal divisione gli archi circolari da io in IO 
minuti . E forse la Trigonometria non pochi altri 
vantaggi avrebbe tratti dall’ ingegno, e da’ travagli 
di questo valentissimo Astronomo , se la morte noi» 
lo avesse immaturamente rapito alle Matematiche in 
età di 3 g anni . 

Le sue tracce però furono ripigliate dal suo 
allievo Giovanni Muller (7) , conosciuto volgarmente 
col nome di Regiomontano, dalla città di Konigs- 
berg ( Mons Regius ) in cui nacque . ». 


(6) Così chiamato perchè nativo di Purbach , tra 
P Austria , e la Baviera , nacque nel i 4 a 3 . 

(7) Nato nel i 436 . 
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XIV Sàscii 

Da principio il Regiomontano ritenne la stes- 
sa divisione del raggio adottata dal Purbach , é cal- 
colò solamente i seni di minuto in minuto ; poi , 
esaminate meglio le cose , conobbe eh’ era più. 
vantaggioso di dividere il raggio decimalmente t 
e lo suppose perciò di ioooooodi parti. Al cano- 
ne de’ seni e coseni, il solo clic si fosse conosciu- 
to ed usato fiuo a lui, aggiunse quello delle tangen- 
ti , che citiamo Foecundux ; ma non vide poi l'uso 
vantaggioso , die poteva farsene ntdla Trigonome- 
tria . Egli rinvenne inoltre molti nuovi principj per 
la risoluzione de’ triangoli , per mezzo de’ quali la 
Trigonometria Rettilinea arrivò fin d’allora,per que- 
sta parte , a quella stessa perfezione in cui presente- 
mente si trova . 

Il quinto ed ultimo Libro del suo Trattato de 
Trìangulis planis et sphaericis (8), che si ragguarda 
alle due Trigonometrie, contiene varj Problemi spe- 
ciosi della risoluzione di queste figure, alcuni de’quali 
si trovano recati nel Capitolo ultimo del Libro IL della 
nostra Trigonometria . Ed è da notare che nel nu- 
mero di essi ve n’ ha di quelli , per la risoluzione 
de' quali era bisogno di quelle supposizioni inde- 
terminate di quantità , che annunziano la conoscen- 
za dell’ Algebra ; e che per un di essi giunto eh* 
egli è all’ equazione si arresta , dicendo : fiat se- 
cundutn nota arlis praecept* ; ed ilMontucla nel 


(8) Un tal trattato fu dall’ autore scritto circa 1’ 
anno 1 4®4 ■> e pubblicato in foglio a Norimberga nel 

z5i3. 

1 
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di Storia T r i e o so metrica. 
far ciò notare dice che » potrebbesi da questa eir- 
» costanza inferirne , che l’Algebra fosse stata cono- 
» sciuta in Europa prima di Luca di Burgo( soggiun- 
to gasi e di Lionardo Pisano ) se per avventura non 
» si volesse supporre , che le soluzioni di siffatti 
» Problemi , contenuti in quel Lib. V.° della sud- 
» detta opera del Regiomonlano , fossero state ag- 
» giunte dallo Schoner , che ne fu l’editore quasi 
» un secolo dopo la morte dell’ autore (9). f ‘ 

MailMontuda avendo seguentemente convenuto 
che il trasporto deli’ Algebra in Italia , per opera di 
Lionardo Pisano» abbia avuto luogo non già, come 
prima equivocò , nel XV° ; ma bensì non molto innan- 
zi nel XIII 0 secolo (io) , cioè quasi due secoli prima 
che vivesse il Regiomontano , ci libera dall’ entrare 
in qualunque esame a questo proposito .'Sicché al 
Regiomontano non dovrà farsi il torto di non ricono- 
scerlo per autore di quelle soluzioni , ed a noi al- 
tri Italiani non dovrà togliersi il vanto di aver fat- 
ta conoscere in Europa una tale scienza , che fum- 
mo i primi a coltivare , e che abbiamo poi gran- 
demente contribuito ad accrescere e migliorare . 

La perfezione alla quale Regiomontano aveva 
portata la Trigonometria e il Canone Naturale fece 
si , che quasi contemporaneamente con lui molti ad 
un tratto cominciarono a trattar con successo le 
stesse ricerche , aggiugnendo ad esse , e perfezio- 


(9) Montucla - HUtoire des Mathèmatiques. 

(10) Addizioni in fine del voluto. 1. dell’opera po- 
c’ anzi citata. 


«vi S A a a i o 

Dandole sempre pia. Di fatto abbiamo che , a queir 
epoca Giovanni Verner compose anch’ egli cinque 
libri su i Triangoli ; e '1 famoso Astronomo Coper- 
nico trattò pure la Trigonometria si Piana , che 
Sferica , costruendo il canone de' seni colle diffe- 
renze per ogni io minuti del quadrante , e per un 
raggio diviso in 100000 parti uguali ; ed Erasmo 
Rerahold costruì e, pubblicò le Tavole delle Tan- 
genti , che chiamò , come il Regiomontaao , Ca- 
non foecundus . « 

A quest' epoca stessa fioriva nelle nostre Re- 
gioni un uomo insigne nelle Matematiche , delle 
quali non lasciò parte che non coltivasse , Fran- 
cesco Maurolico (n) ; e non potè essere a me- 
no che quest’ uomo agitato dalla voglia di di- 
stinguersi tra' suoi contemporanei , in mezzo a tan- 
te ricerche Trigonometriche che trattavansi allora , 
principalmente in Germania , non vi volesse anch' 
egli la sua parte . Frutto di queste sue fatiche fu 
l'introduzione delle seganti nel calcolo . Trigono- 
metrico , e nella risoluzione de’ Triangoli , e l’ isti- 
tuzione della Tavola di esse , che chiamò Benefi- 
ca ; e che da lui fu calcolata di grado in grado , 
e di minuto in minuto (in). 

In tal modo dunque il Canone naturale Tris 
gonometrico prese tutta quella perfezione , che con- 
serva anche al presente. 


* (li) Nato in Messina nel z 
„ t (12) Veg. a tal proposito il lab. II. 0 Sphaer.Maur, 

p. 60. V 
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Ibi Storia T Rieviro metrica. xvtr 
Falsa è poi interamente f opinione elei Lansber- 
gio , clic questo Canone delle seganti si apparte- 
nesse al Rodeo , le di cui Tavole furono pubblicate 
dopo la morte dell’ autore dal suo Allievo Valentino 
Otlione nel i5<)4> C °1 titolo di Opus Palatinum , 
cioè almeno 56 anni dopo eli’ erano comparse in 
pubblico quelle del Maurolico , clic furono pubblicate 
nel 1 558 , e prima di quest’ epoca da lui medesimo 
annunziate nel i55oi E la stessa perfezione mag- 
giore delle Tavole del Retino, in paragone di quel- 
le del Maurolico, avendole il Retico costruite suppo- 
nendo il ràggio diviso in iooooooooooooooo par- 
ti, e di io in io secondi, annunzia ebbramente , 
clic questo fu posteriore ai Maurolico in tal ri- 
cerca, c die non potendo prevalergli nell'invenziom:, 
si sforzò sopravanzarlo in perfezione ( 1 5) . Dopo il 

• ' ' 3 


(i3) Il dotto Astronomo Sig. Delambre, nella sua 
Storia dell'Astronomia del Medio Evo, tratta per verità 
con troppa ingiustizia il Maurolico, menomandolo di 
quella nou comune considerazione in die limono sempre 
tenuto i Matematici non solo contemporanei , ma anche 
posteriori, e delle lodi che gli sono meritamente da essi 
fatte . Ed ecco come si esprime il Delambre : » Ce qui 
» a fait vivre le nom de Maurolycus, c’est quii passe 
» pour-avoir le premier introduit , dans Ics calculs Un- 
ii gonomètriques , l’usage des sècantes , dont il fit im- 
» primer une telile daus le volume , dont voici le ti-. 
» tre en cntier >i , E qui egli rapporta questo titolo , 
Di poi dopo aver esitato a credere , nel luogo pai 
ff anzi recato , die Maurolico fosse stato l' introduttore 


‘ ‘ i “■ . i 
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già detto del Regiomontano , e del Maurolico , si 
rileverà chiaramente 1’ errore del Briggs , che attri- 
buisce l’ invenzione del Canone delle Tangenti e Se- 
ganti a Reinholds . 


delle seganti nel calcolo trigonometrico , passa a dir 
qualche cosa delle opere di questo geometra contenute 
in quel titolo , senza farne molto caso . Ma se il Signor 
JDelambre si fosse dato il pensiero nella sua analisi cri- 
tica di queste opere di Maurolico , di considerare i 
tempi in cui furono fatte,certamente non cosi felici per 
le Matematiche come i nostri; ma che però ci hanno pro- 
dotta tutta quella luce , che ora ci abbaglia : e se per 
poco avesse avuta la bontà di gettar lo sguardo sugli altri 
lavori geometrici del Maurolico , e principalmente per 
ciò che riguarda i Conici di Apollonio , in cui fece 
anche cambiamenti tali, che meritarono di essere adot-- 
tati da varj Geometri , e specialmente dal Signor de 
la Ilire , Francese : se in somma egli avesse voluto de- 
ferire per poco al sentimento del Viviani , geometra 
sommo , il quale , non ostante , che Maurolico non a- 
vesse colpito nel segno nella divinazione che fece del 
quinto libro di Apollonio , pure stimò le geometriche 
specula zioni fatte dal geometra Messinese degne di lode 
per modo, che ne tenne conto nella Prefazione eh’ e-- 
gli scrisse per 1’ altra immorlal divinazione , che egli 
diede del libro stesso del Geometra di Perga . Se a 
tutto ciò avesse posto mente il Delambre , non dubi- 
tiamo affatto , die sarebbe stato uniforme nella manie- 
ra di pensare col suo dottissimo compatriota , il Si- 
gnor Montucla , il quale in più luoghi della sua Sto- 
ria delle Matematiche, che noi preghiamo di riscontrai: 
¥9 , paria eoa assai rispetto dei Messinese Maurolico , 

■v V . * -• J 
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*■' I! Vieta (i 4) ristoratore e promotore di ogni ra- 
IttO di Scienze Matematiche a’suoi tempi , si occupò 
anch’ egli deila Trigonometria , e stabili nuovi teore- 
ti» importantissimi per la costruzione del Canone , 
che perfezionò grandemente (i5) . Egli costruì pure 
separatamente le Tavole Trigonometriche pe’seni , e 
quelle per le tangenti e seganti y di minuto in mi- 
nuto còlle loro differenze , e col raggio iooooo; 
è per le tangenti e segauti verso la fine del qua- 
drante , ne estese l’approssimazione ad 8 e 9 ci- 
frò (i 6 ) . È singolare anche $ e degna di essere 


chiamandolo geometra originale — Uno de più forti geo- 
metri del suo tempo — pieno di spirito geometrico , bei 
( Vegg. la Storia delle Rlatem. YoL I. alle pag. 563 , 
5 j% e 696. ) 

Noi ci siamo astenuti dal produrre qui in favore 
del MauròlìcO ciò che sta detto nell’ elògio che non ha 
molti anni ha pubblicato il dotto Al>. Scinà, temendo 
che questo , sebbene imparzialissimo , potesse essere at- 
taccato di deferènza nazionale. 

fi 4 ) Nato nel i 54 o a Fpntonoi nel Basso Poi lo u , 
Provincia della Francia . „ 

(1 5 ) > Veggansi le sue opere pubblicate da Francesco 

Schoofep nel 1616 , e specialmente il trattato de Sectio- 
nibus Angularibus. ‘ v , / • . ' . 

(16) Queste Tavole furono dall’autore pubblicate 
in Parigi nel' 1 5 ^g , col titolo di : Canon Maihematicus 
seu ad triangula, cum appendicibus . È ad esse aggiunta 
dall’ autore medesimo una seconda parte con 1’ epigra- 
fe : Universalium inspectionum ad Canoncm Mathemati- 
cum liber singularis , in cui condensi la costruzione 


f» . : f , ft S. * c u t q , , , 

avvertita la disposizione eh’ egli il primo diede a 
tjdcstc Tavole , aumentandole da parte di man sini- 
stra tino a 45°, e ritornando poi in dietro verso 
destra, per disopra , fino a go° ; sicché in tal modo 
ciascun arco , e ’l suo complemento trovatisi nella 
stessa linea, e cosi le loro linee trigpnometriche 
rispettive •• E tal disposizione comodissima è anche 
al presente ritenuta nelle Tavole Trigonometriche . 
Il Vieta serbò anche pel canone delle Tangenti la 
denominazione di Foecundus , datali dal Regio- 

montano , e chiamò Foecundissimus l’ altro delle 

... . • ' > 

seganti. 

Serva ciò clic si e detto del Vieta di limite a 
quanto si era fatto per completare il Canone naturale 
e la Trigonometria ; mentre tutto ciò che produssero 


delle tavole esposte nella prima parte , un compendio 
di Trigonometria* Piana , e Sferica , con applicazione 
di essa , e molte altre ricerche intorno alla quadratura 
del cerchio , alla duplicazione del cubo cc. Un tal li- 
bro però ebbe la disgrazia di uscire in luce , carico di 
errori tipografici , lo che al Vieta essendo dispiaciuto,' ne 
ritirò tutte le copie elie potè riavere,' sperando di po- 
terne fare una nuova edizione corretta , come egli stes- 
so il promise , allorché parlando della presente sUa o- 
pera si espresse: Sed qui anno rSyq fitti edilus infeìi - 
ctier Canon meus Mathemalicus , is cura seeunda reco- 
gnitus majorem fortassis , a pud eos ( Canonista* ) ob- 
iinebit auctoritaiem ( Opera Math. pag. ìij: ) 

Ma tal seconda edizione non avendo però avuto 
mai luogo, 1’ opera è divenuta di una rarità estrema. 
(Vegg. il Montitela voi. i. pag . 6io)« 
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Su questo argomento iu seguilo e il Rctico , e l'Ot- 
tone , il Pitisco , e '1 Lansbergio ed altri , non sono 
che semplici miglioramenti e riproduzioni delle co- 
se precedentemente fatte ; e ciò a fin di giungere 
celcremente ad una delle epoche più interessanti per 
la Trigonometria , nella quale questa scienza prese 
un aspetto tutto nuovo , che ancora conserva ,c con- 
serverà somprc . 

In tanta copia di ricerche Trigonometriche fat- 
te in Germania , in Italia, ed jn Francia , Tlnghilter- * 
ra sola non sembrava di essercisi interessata gran- 
demente . Questa Nazione però , presso la quale le 
Matematiche sono state sempre coltivate con impe- 
gno , e successo , si serbava ad una scoperta im- 
portante e grandissima , cioè all’ invenzione de’ Lo- 
garitmi , ed alla costruzione del canone artificiale . 

Giovanni Nepero Barone Scozzese (17), uomo 
dotalo di ui^ intelletto penetrante, spaventato dalle 
immense moltiplicazioni c divisioni che facevano di 
bisogno , volendo far uso delle Tavole Trigono- 
metriche fino allora costruite , si diede ad escogita- 
re qualche mezzo onde facilitare queste operazioni 
ne’ grandi numeri > ed egli ritrovò a tal proposito 
qn metodo, che espose in un opera da lui pubblicata’ 
nel 1617, col titolo di Raidologia , o sia numera- 
tici per virgulas(i 8 ) . Egli però non fu interamente 


(17) Nato circa la metà del secolo XVI. 

(18) B metodo della prottasferesi , che non molta • 
prìtna avevano i Trigonomctri ritrovato , per evitare. 

e ' 4 ' 

* .* t " , * . 
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pago di questa sua invenzione *, e perciò si diede 
ad escogitar nuovi mfczzi , e piu efficaci per riu- 
scir nell’ intento , e pervenne cosi alla meraviglio- 
sa invenzione de’ logaritmi , eh’ egli pubblicò colle 
stampe nella sua : Logarithmórum Canonis Dcscri- 
plio , seu Aritìimeticarum supputationum mirabilis 
abbreviatici ec. Edimbourg i 6 i 4 - E siccome il suo 
principale interesse in questa invenzione era stato 
la facilitazione de' « alcoli Trigonometrici ; così egli 
non applicò i logaritmi che a’ seni , costruendo ef- 
fettivamente le Tavole logaritmiche di tutt’ i seni 
degli archi di un quadrante di minuto in minuto . 1 

Egli non diede in questa prima opera il suo meto- 
do per la costruzione delle Tavole logaritmiche , 
ma promise di darlo , ed avrebbe certamente tenu- 
to parola , se la morte non avesse rapito quest’ uo- 
mo infinitamente utile alle Matematiche nel 1618 . 

Il suo figlio però, Roberto Nepero , non mancò di 
pubblicare nell’ anno stesso l' opera alla quale stava 
il padre travagliando , col titolo di : Mirifici loga- 
rithmorum Canonis constnictio ec. 

Non è questo il luogo di discorrere piò a lun- 
go su i logaritmi di Nepero ; ma non sarà poi inu- 
tile di far avvertire , che la Tavola eh’ egli diede 
de’ logaritmi de’ seni differiva dalle nostre ordinarie 
Tavole in ciò, che il logaritmo del raggio è in qnel- 


in qualche modo le moltiplicazioni dì quantità trigono- 
metriche , quantunque ingegnoso , era nondimeno im- 
baraiaante , e non era nè attivo nè universale. 
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la effettivamente o ; donile avviene , che i logaritmi 
Neperiani de’ seni vanno crescendo al minorarsi di 
questi . Nè poi siffatti logaritmi sono costruiti per la 
base io, come perle ordinarie Tavole; sistema eh 
egli stesso seguentemente immaginò , e che , come 
deducesi dall’ epigrafe della summentovata opera , il 
figlio annunziò al pubblico dopo la morte del padre . 
Ma sia , per questo luogo , abbastanza detto^ dell 
invenzion di Nepero intorno a’ logaritmi . Egli pero 
se tanto giovò alla Trigonometria per la computazio- 
ne , nou tralasciò dall’altra parte di occuparsi de’prin- 
cipj per la risoluzione de’ triangoli , principalmente 
per la Trigonometria Sferica , per la quale ridusse 
tutta la risoluzione de’ triangoli rettangoli a due re- 
gole fondamentali , o piuttosto ad una sola divisa 
in due parti facilissime ad apprendersi ed a ritener- 
si . Ed il Montucla con ragione si duole della po- 
ca avvertenza, che da’ Trigonometri del Continente 
si era posta in farle ben ravvisare . Oltre a ciò die- 
de anche alcune regole utilissime per la pratica ri- 
soluzione de’ Triangoli sferici obbliquangoli , le qua- 
li oggigiorno , n&ercè i multiplici usi della Trigo- 
nometria Sferica , non si veggono piu trascurate ne 
Corsi Elementari di questa scienza. Finalmente sta- 
bili e dimostrò pe' triangoli sferici diversi teoremi 
nuovi , che costituiscono una notabile armonia tra 
le due Trigonometrie . 

Dopo il Nepero , com’ era naturale , i Trigo- 
nometri si volsero immantinente alla costruzione 
delle Tavole de’ logaritmi de' numeri , e delle li- 
nee trigonometriche , alle quali si diede il nome 
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di Canone Artificiale ; ma non è 'del nostro scopo 
l’occuparci di queste cose ; sicché passeremo sotto sh 
lenzio le fatiche illustri di tanti somn^i uomini in- 
torno a questo soggetto . 

La Trigonometria parve dopo tutti questi lar- 
vagli di sommi uomini già giunta al suo grado 
massimo di perfezione , e di fatti nulla mancava nè 
per lg regole atte a risolvere i diversi casi de’trian-’ 
goli §ì rettilinei che sferici , nè per la cogfoda com- 
putazione di tali regole in pratica . La Trigono- ' 
mct?ia Sferica però non presentava lo stesso gra-‘ 
do cn perfezione phe la Rettilinea , nè npll’applicaVt 
zione delle regole , nè nel calcolo chtr triangoli ; ^ 

1’ uso della perpendicolare in risolvere i Iriangolv 
sferici obbliquangoli produceva in taluni tale 
sconcio , che aveva indotto in equivoco .angfae abili' 
Trigonoraetri , ed assai pratici in questo genere di v 
computi», come il La Calale (^9). jjnoltre le regole 
Neperiane , principalmente pe'triangoli oljbliquangoli 
Irovavansi sbandite da tutte ite istituzioni ^«Trigo- 
nometria Sferica , c molto male a proposito .•-JF'i-.» 
miniente non vi era stato alcuno v .rt qual^ avesse 
ravvisata la mirabile corrispondenza tra>"itn trian- * 
golo sferico , ed un angolo soM&^oinpreso da tre* 
angoli piani , e che avesse dedotta dqfyu natura di 
Ricali i principi per la risMuzmn^ di quelli. Manca* 
va inoltri allauTrigonomettia §rcrica una forma ana- - 
litica tale, che si comprendessero in una forinola ge- 


(iy) Vegg. il Gagnoli ( Trigon. pag.hj cdix.2.) 
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Serale tutf i casi diversi della risoluzione de’ trian- 
goli sferici sì rettangoli che’ obbliquangbli ; e dob- 
biamo a L^or&rdo Eulero tutti questi vantaggi pro$- 
curati alla Trigonometria Sferica , eli' egli espose in 
una Memoria inserita nel VoUIITPJ. degli Atti Nno- 
vi di Pietroburgo , per l’anno 17757 coll’ epigrafe ; 
Trigonometria Sphaerica universa t ex pvynis prin- 
* cipiis breviter et dilucido derivata. 

Dopo Eulero non ha potuto esserp a meno’, chftt 
.tutti coloro i quali hanno trattato lo stesso arguisca* 
lo non siensi faluti degli artifizj da lui usati ; e hi-' 
«ogna anche convenire che grazie* al^e fatiche di 
questo sommo Analista la Trigonometria Sferica è 
$tata dopo lui , da tutti quelli che l’ hanno espo- 
sta seguendo il suo metodo, assai ben trattata. Ma 
lungo sarebbe il trattenersi anche per poco in- 
torno ai diversi Elementi di Trigonometria esposti 
dai moderni. *,*•* * * 

ISon dovasi^ péro tralasciare di far qui parola 
di un eccellente e completo Trattato sulla Trigono— 
metria, del nostro egregio Matematico Italiano Sig. 
Cagnoli , da pochi anni tolto alle Matematiche, ed 
al decoro Italico . Egli ha. compreso in questo li- 
bro pubblicato da lux due volte in Italiano, e cia- 
scuna volta tradotto ueìl’jdxoma Francese , con mol-, 
tissimo ordine e chiarezza , tutto quanto mai poteva 
conoscersi intorno alla Trigonometria-*, corredando 
le teoriche da lui esposte con opportuni esempj di 
Problemi che elegantemente risolve . Tutte le for- 
inole delle due Trigonometrie vi sono trattate , e 
per maggior comodo di coloro che debbono va*» 

’ - 4 
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lersene , esse trovatisi espresse in fattole eia p<V» 
tersi consultare all’ uopo . > A tutte queste cose e-\ 
gli ha aggiunte le analogie differenziali de’triangoli 
sì rettilinei* che sferici , trattando quest' argomento 
in maniera affatto nuov'a. » 

qui tacerò anche il completissimo Trattato 
di Trigonometria e Poligonometria del mio egre* 
gio amico il Signor Professore Franchini di LuC* 
na , Matematico che co' suoi ottimi studj ed assi- 
due .fatiche onora la nostra Itaha'e la scienza che 
tanto a ina c coltiva * ' *■ 

Or fino ^ questo punto con tanti progressi eh* 
le due Trigonometrie avevano fatto , nessuno avev» 
ravvisato che i moderni Teoremi delle funzioni cir* 
colari , come anche il problema della muhisezio- 
ne angolare , e 1’ altro analogo dell’ inscrizione di 
un poligono regolare nel cerchio ; e la serie del' 
seno c coseno dell’ arco potevano dedursi come 
immediate conseguenze da un Teorema , che pei 
principj della costruzione del canone aveva sta- 
bilito il primo Trigonomctra Tolomeo . E ciò es- 
sendo venuto in niente al nostro valentissimo Si- 
gnor Fergola, egli distese su questo proposito dua 
Memorie che trovansi inserite nel Voi. I. degli 
Atti della nostra Accademia delle Scienze , del quale 
n’è prossima la pubblicazione ; ed io estraendo da tali 
Memorie quella parte che alle mie ricerche elementari 
si conveniva , me ne sono valuto in questo mio libro, 
nel quale sarà vantaggioso il vedere uniformemen- 
te dimostrati collajuto di quel Teorema Tolemaico 
ì diversi Teoremi del Vieta tulle corde degli archi 


XXVII 


di Storia Trigosomxtrica. 
circolari , e la formola del seno e coseno della 
somma e differenza di due ardii dati , come pure 
quelle altre che da esse dipendono . 

Ma ecco di questa mia opera il Prospetto . Io 
l’ho divisa in sei Libri , e ne primi quattro , che 
sono gli essenziali per l’ insegnamento , ho esposto, 
nel I.° la costruzione del Canone , o che si vo- 
glia essa ottenere per le vie che somministra il cal- 
colo aritmetico applicato a’ principi di Geometria , 
come il facevano gli antichi ; o che si voglia ot- 
tenere per elementari forinole algebriche . Ho 
tralasciato le formole trigonometriche trascendenti , 
nè ho additata la pianiera speditissima di poter ot- 
tenere tal costruzione di Canone per queste vie ; 
perchq qui non si tratta di vedere come possasi 
costruire il Canone suddetto \ ma solamente come 
il costruirono ; trovandosi le Tavole de seni già 
belle e formate . D’ altronde siccome 1' uso gran- 
dissimo di queste formole trascendenti ha luogo 
nell’ Analisi degl’ Infiniti , esse debbono entrare a 
far parte di questa , o servire ad essa d Introdu- 
zione ; ^clie perciò saranno esposte nel luogo clic 
sarà loro convenevole. 

Nel II. 0 Libro ho trattato della Trigonometria 
Reffilinea , espouendo i principi per la risoluziono 
de’ Triangoli , non solamente negli ordinar} casi , 
cioè in quelli risultanti dalla combinazione delle sei 
parti di essi , tre a tre , fuorché tre angoli ; ma 
anche in alcuni altri casi , ne’ quali o queste parti 
sono diversamente combinate ; o pure sono ijnpli- 
citamente contenute in alcune altre forme di dati 


dalle quali bisogna derivamele par la risoluzione del r 
«quesito. Ed iu ciò fare mi sono uniformatola quel» . 
lo che f hanno . praticato dopo del Regiomontano , . . 
che come già *si disse aveva trattate quislior» di * 
questa, natura nel V° Libro della sua opera de Triy, _ 
angulis ; ma anche a molti Trigouometri moderni'' ‘ 
che lo awiiio imitato . Ho cercato t pure che le 
risoluzioni di tali Problemi fossero eleganti il pici, 
che fosse possibile .* . , • • jp 

_ Nel 1H.° Libro ho esposto ìa natura e le pro^ 
prietà de’ Triangoli sferici , dottrina indispensabile 
a premettersi agli Elementi* di Trigonometria Sferi- 
ca , molto più che di essa in alcun altro luogo dgl 
nostro Corso non vien trattato. Ed a questo propo-. 
sito ho cercato di correggere le ordinarie di mosti-a- 
zioni , che trovansi presso taluni automi suH’eguaglian- 
za de’ lati e degli angoli rispettivi de’ triangoli sfo- 
rici in alcuni casi , le quali mi sono sembrate va- 
cillanti. ^ * 

Il IV „° Libro espone i principi per la riso- 
luzione de’ Triangoli sferici , secondo Eulero , ed 
i medesimi dopo essere stati ritrovati e dimostrati 
in forma algebrica , si trovano poi ridotti in loga- 
ritmiche espressioni , comodissime per 1’ effettiva cal-, 
colazione de’ triangoli sferici obbliquangoli ; il che 
dà luogo alle regole del Nepcro, di cui si è già di 
sopra accennata qualche cosa. E nell’ esporre le re- 
gole per la risoluzione: dà triangoli sferici si è avu- 
to riguardo, a dar sempre quella tra le diverse forntole 
che poteano adoprarsi per ufl dato caso , che fosse 
la più comoda e conducente," e 'per la faciltà , $ per 
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M’ esattezza ; 'lo che *si era anche praticato pe’ trian-# 
» goli rettilinei. Ed a questo proposito diremo d? 
passaggio che non bene fanno coloro , i quali primi 
cipalmente in libri elementari abbondano in formolo 
.ed in regale di risolvimento pe’ triangoli per uno 
stesso caso ; ciò non solamente produce contusione 
nell' animo, de’ giovani , e per mancanti di qtièl 
giusto discernimento che si conviene nel far uso di 
esse , gliele fa alla rinfusa adoperare , e senza me- 
todo; ma talvolta anche gli annoja, e ne devia l’at- 
tenzione. D'altronde è si facil cosa il presentar le 
forinole trigonometriche sotto diverso aspetto , che 
potrebbe questo loro cambiamento di vesti molti- 
plicarsi continuamente ; ed allora di questa scienza 
limitata a pochi principj , se ne formerebbe una 
Scienza estesa ^tremodo ed implicata. I Professori 
> pep per ‘esercizio * di Scuola , faranno bene ad 
occupare i loro allievi ili queste trasformazioni fa- 
cilissime di formolo trigonometriche ; poiché in tal 
modo oltre ad avvezzarli a vederle sotto diversi 
aspetti , ond’ è che non si confonderanno trovando-* 
le diverse in altri autori in cui potranno incontrar- 
le, servirà ciò anche loro di esercizio algebrico, e come 
una manuduzione a quelle multiplici trasformazioni, 
che saranno poi essi obbligati a fare nelle formolo, 
algebriche studiando il calcolo sublime , e la mec- 
canica. Le ricerche su i casi dubbj nella risolu-, 
zione de’ triangoli sferici è necessaria cosa che non si 
tralascino nel trattar gli Elementi di „Trig»aome- 
tria : nell’esporle però ho cercato di farlo polla mag- 
gior fbiaresza e brevità che mi è statq* poàsib^e t 
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senza entrare in tanti inutili particolari. 

Ho aggiunto questa volta al presente libro due 
Capitoli , uno intorno alla perpendicolare ne’ trùrn? 
«òli sferici , e 1’ altro per la determinazione dell’aja 
di cui si ha talvolta bisogno ; nè questa Tho deter- 
minata che nel solo caso de’ tre angoli dati,# de' tré 
lati , per le ragioni che si potranno vedere nel 
Capitolo ove ne tratto. 

Nel V° e VI 0 Libro della Trigonometrìa , che 
sono destinati ad abundantiorem scientiam , e 
che possono aversi come un’ utile istruzione ed eserci- 
zio per coloro che studiano l’ applicazione dell’ analisi 
alla Geometria, ho trattato dell’uso vantaggioso del- 
le formole Trigonometriche nel risolvimento di 
quei Problemi ove il quesito si vuole in valore , e 
ne 1 quali fra’ dati sono alcune quantità angolari ; e 
del vantaggio che può talvolta ottenersi delle formo- , 
le trigonometriche acciocché si pervenga facilmente ad 
una pura equazione algebrica , e quindi capace di 
una geometrica composizione. Ed era sommamente 
necessario , che io qui trattassi e 1’ uno i’ altro di 
questi argomenti , ora principalmente che in tutti i 
libri di Geometria analitica si fa sfoggio grandissimo 
di formole trigonometriche pel rinvenimento dell’equa- 
zione ad un problema geometrico , che analiticamen- 
te si risolva , senza fare alcuna distinzione tra quesito 
in valore , e quesito geometricamente costruibile. 
Ed a questo proposito avvertirò di passaggio pel 
secondo de’ sopraddetti argomenti , che allorquando 
parlo dell’ viso delle formole trigonometriche pel 
rinvenimento di una equazione algebrica , o riducibile 


Digitized by Google 


t>i Storia Trigono metrica. itti 
à tale per mezzo di qualche trasformazione, in cui 
si passi da formole trigonometriche a rapporto tra 
rette , intendo già che questa trasformazione sia di 
per se chiara , e facile ad ottenersi ; poiché altri- 
menti niun vantaggiò avremmo per la sua soluzio- 
ne , essendosi obbligato a tante diverse costruzioni 
particolari complicate , dalle quali poi inelegantis- 
sima e priva di uso diverrebbe la composizione geo- 
, metrica del Problema. Siccome i Problemi che io 
reco per lo stabilimento del metodo onde far uso 
delle formole trigonometriche nel risolverli , nou 
hanno altro oggetto che questo , cosi ho tralascia- 
to di maneggiare l’ equazione ad essi, allorché vi 
son pervenuto. E prevengo intorno a ciò il Pub- 
blico , per non incorrere nella taccia dovuta a 
coloro che costumano al presente di creder risoluto 
il Problema , allorché lo hanno messo in equazione 
talvolta d’incostruibil forma ; o pure di aver traccia- 
te le vie per pervenirvi. 

Tra i Problemi che ho recalo nell'ultimo Libro 
si troverà quell» della trisezione angolare , che 
per la sua importanza , e pel nesso strettissimo 
che ha colla Trigonometria meritava di avervi luo- 
go. In fine di tutto questo , non ho voluto tr ala , 
sciare taluno avvertimento che conveniva fare in 
qualche luogo del mio Trattato, ma che non stava 
a proposito nel luogo stesso ; o dimostrar talvol- 
ta qualche difetto o qualche cosa notabile in altri 
libri di Trigonometria facili a pervenire in mano 
de’ giovani» e che meritano di essere ad essi rac- 
coraandati ; ed ho perciò aggiunte in fine del Trat- 


•.lu- 


tato alcune Note 


S k G* ! 0 * 
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tra le quali una lunga intomo 
al problema della Trisezione angolare , eh’ è la 
riproduzione di un mio rapporto fatto all’ Acca- 
demia Reale delle Scienze di Napoli , come Se- 
gretario di essa "per le Matemàtiche, in occasione 

rii im»' 1 1 n ili nimlnra C/ilmt inni /li i'i fiififi. tnw 1 imi . 


di una folla di pretese soluzioni di Insega tori ispi- 
•rati che ad essa le nanno presentate. Non intendo già 
con questori persuaderli di ciò che non sono nel caso 
di comprendere ’;mu solamente di non far disperdere 
quest'Opuscoletto , che per le notizie chè contiene po- 
trà riuscire di qualche utilità ai giovani , l’ istruzione 
de’quali è il mio scopo principale. 
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DELLE QUANTITÀ’ CIRCOLARI , E DEL LORO CALCOLO. 



CAP. I. 


DELLA DIVISIONE DELLA CIRCONFERENZA , E DELLA MISURA 
DEGLI ANGOLI. 

T . 

i- JLja necessità, di misurare le figure diede luogo 
allo stabilimento di alcune regole, dalle quali surse poi 
una scienza sulla natura e sul rapporto delle grandezze 
figurate , che chiamossi Geometria. Ma non sempre 
gli elementi onde questa misura si derivava erano tali 
che si potevano valutare con moduli meccanicamente 
.esegui*! , come avviene quando per avere la base e 
l’ altezza di un parallelogrammo o di un triangolo ci 
serviamo del palmo , del piede , o di altra misura li- 
neare. Di fatto era chiaro dalla Geometria , non solamen- 
te esser valutabile 1’ aja di un triangolo , dati i valori 
della sua base ed altezza ; ma anche quando fosse da- 
ll 


I 
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to il rettangolo de’ suoi lati , e l’ angolo da (juesti 
compreso (*). 

Nel primo caso però la valutazione del triangolo 
era manifesta , e poteva ottenersi con misure lineari 5 
e nel secondo vi doveva entrare a calcolo il valor da- 
to di quell' angolo ; al che fare non valendo le sem- 
' plici nozioni di Geometria , bisognò perciò ricorrere in 

que’ casi a degli altri espedienti , e da ciò derivò la 
Tmgonometru. generalmente presa , della quale designe- 
remo specialmente la natura e la divisione in appresso. 
Sicché una tale Scienza , anche senza aver riguardo a’bi- 
sogni dell'Astronomia, della Geografia, e delle operazioni 
geodesiche, delle quali cose senza duhhio dovettcsi far 
uso fin da’ primi tempi della Geometria, può essa con- 
« siderarsi come di origine puramente geometrica dipen- 

dente dalla valutazione delle figure in que’ casi ne’ qua- 
li tra gli elementi della loro esibizione vi entravano 
• angoli. 

Adunque il fondamento di questa scienza è la mi- 
sura degli angoli ; e questa fu facile a rilevarla dagli 
Elementi stessi di Geometria. Un teorema recato da Eucli- 
de, in fine del VI 0 Libro de’ suoi Elementi stabilisce un 
rapporto tra gli angoli posti al centro di un cerchio e 
gli archi che gli sottendono , dond' è che facilmente si 
rileva che questi crescendo in proporzione di quel- 
li , potevausene comodamente prender per misura. E 
di tal genere di misure vicarie altre se n’ erano già adot- 
tate pe’ diversi usi della vita. 

U. Dato questo primo passo conveniva dar poi l’altro 


(*) Imperocché in questo caso , come si rileverà facilmente dal 
LA. 11. di questi Elemeuti , il rettangolo dato de' iati sta all' ai a 
del triangolo , come il raggio al seno del dato angolo. 
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«li ridurre la circonferenza a quantità discreta , fissando 
per essa un 1 unità ; si scelse perciò avvedutamente la 
36om* parte di quella , che cliiamossi grado. Avve- 
dutamente ho detto , per la ragione che potendosi 
adottare un qualunque altro numero per esprimere la 
circonferenza , si prescelse quello che in un ristretto 
periodo di cifre conteneva il più di divisori esatti , di 
modo tale che si poteva ottenere espresso per un 
intero la metà , la terza , la quarta , la quinta , la 
sesta , 1 ’ ottava , la nona , la decima , la duodecima , 
la quindicesima , e fin la diciottesima parte della cir- 
conferenza ; il che molto era importante per la co- 
struzione del canone , cioè per la fissazione de’ va- 
lori delle linee trigonometriche , come tra poco ve- 
dremo (*). 

3. Suddivisero inoltre ogni grado in Co parti , a cia- 
scuna delle quali diedero il nome di minuto primo ; perchè 
chiamarono secondi quelle altre 60 parti in cui sup- 
posero diviso ogni minuto primo , e così supposero 
diviso il minuto secondo in fio leni , ed ulteriormcn- 


(*) Vi è chi ha congetturato che la divisione della circonferenza 
in 36o parti aia derivata dall* essersi diviso il raggio eh’ è uguale al- 
la sottesa della sesta parte della circonferenza corrispondente hi Go 
parti ; ma allora la nostra opinione verrà a spiegare perchè siasi divi- 
so il raggio in 60 parti piuttosto che in «altro numero. Alcuni altri hanno 
congetturato che quella divisione della circonferenza avesse avuto luo- 
go dall' antica composizione dell’ anno in 36a giorni , donde avveniva 
che la circonferenza dell’ eclittica restava naturalmente divisa iu 3Go 
parti uguali ciascuna corrispondente ad un giorno. Ma una tal sup- 
posizione fa dipendere assolumcnte dall’azzardo mia ricerca che neces- 
sariamente doveva interessare gli usi ulteriori a’ quali tal divisione 
della circonferenza doveva esser destinata ; e poi non ispieghierebbesi 
il perche siasi ogui grado suddiviso sessuge&iinalwente , e nel modo 
stesso il raggio del cerchio. 

, ' * 
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tc. La ragione per la quale adottarono dì preferenza . 
agli altri questo numero tìo fu la stessa della poc’anzi 
assegnata per la divisione della circonlerenza. 

4. Ad indicare i gradi , i minuti primi , i secondi , ec. 

sogliono i Trigonomctri servisi del °, ' , " , ec. nel 
modo seguente, cosi per esprimere un arco o un an- 
golo di 55 gradi , 23 minuti primi , e 44 secondi , 
scrivono 55° a3 / . 

5. Questa comodissima ripartizione della circonferen- 
za ha avuto luogo , con pieno effetto per gli usi a cui 
era destinata , da’ tempi più remoti della Trigonome- 
tria fino a noi , ed lia ancor luogo ; se non che è da 
notare che il Keill nell’ Introduzione alla sua Trigo- 
nometria di passaggio disse , che taluni , indicando cosi 
il Vieta ed altri , avrebbero voluto che il grado si fos- 
se diviso in parti centesime piuttosto che sessagesime , 
ed aggiugendovi per parte su? , che forse sarebbe stato 
utile di dividere il grado e la circonferenza in ragion 
decupla (*) ; ed i Trigonomctri Francesi ultimamente 
hanno ciò mandato ad effetto costruendo delle Tavole 
in cui 13 circonferenza supponcsi divisa in 4°ò gradi, e 
ciascun grado in 100 minuti. Noi però riterremo per 
la costruzione del canone , clic qui appresso esporre- 
mo , 1' antica divisione , e sarà poi fàcile il ravvisare 
come possa effettuarsi tal Costruzione servendosi della 
nuova divisione : per altro riesce lo stesso il servirsi 
per gli usi pratici di Trigonometria delle une , o del- 
le altre Tavole , né il maneggio delle une merita al- 


(‘) Quidam graduili in partrs centesimas , potius quarti sexa- 
gesimas partiri valunt : et utilius fonasse esset , non gradui , sed 
et ipsum circutum In decupla catione secare , qaae divisto forsan 
acquando obtìnebil. 

• ' • •’ ■ ,) ‘ 
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cuna preferenza ogni qual volta le Tavole si abbian già , 
come tante ve ne sono esattissime , belle c costruite ; 
e può poi anche farsi uso delle tavole decimali ne’ casi 
che gli angoli si sieno misurati in gradi per 1’ antica di- 
visione , o al contrario , non essendovi bisogno che di 
una semplicissima riduzione. 

Intanto per metter tutto il rigore geometrico che 
si conviene nel sistema esposto per la misura degli an- 
goli per gli archi di cerchio, stabiliremo i due seguen- 
ti Teoremi. 

PROPOSIZIONE!.* * 

•> A 

. ' TEOREMA.. 


6. Tutti gli archi di cerchio descritti tra i lati di 
un angolo , preso per centro il suo vertice , contengono 
lo stesso numero di gradi e minuti. 


Sia T angolo BCR , e tra i suoi lati sieno de- fis- i» 
scritti co’ raggi CB , Cò, e col medesimo centro C gli 
archi circolari BR , hr , e di più sicn completati i ' . • 

quadranti BAG , haC ; starà 1’ angolo BCR all’ angolo 
BCA , come T arco BR all’ altro BA ¥ . E similmente * 33. Vt. 
l’angolo bCr sta all’ altro bCa, come l'arco br all’arco < ' 

ba. Ma 1’ angolo BCR sta all’ altro BCA , come 1’ an- 
golo bCr all’altro bCa : adunque sarà pure l’arco BR ' 

all’ arco BA , come 1’ arco br all’ arco ba ; cioè il nu- 
mero de’ gradi e minuti di BR starà a 90 0 , come il 
numero de’ gradi e minutigli br a 90°. Laonde gli » 
archi BR , br dovranno essere dèlio stesso numero di • ' • 

gradi e minuti. C. B. D. 

7. Cor. Da ciò si vede, che qualunque sia il rag- ’ 
gio di un cerchio , è invariabile il numero , eh’ espri- 
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me in gradi e minuti il valore di un angolo , eh' è al 
centro di esso. 

> . 

PROPOSIZIONE II. 

X E O R E M A. 

8. Due angoli disuguali posti a' centri di due di- 
suguali cerchi , sono tra loro in ragion composta da 
quella degli archi che gli sottendono , e dall' inversa 
de' raggi de' cerchi. 

■5 

Jtf. a. Sieno i due angoli BCS , bCr posti a’ centri di due 
cerchi , che abbico disuguali i raggi CB , Cb , e che 
si suppongano descritti intorno al comune centro C. 
È manifesto che 1’ angolo BCS stia all’ altro BCR , co- 
me 1’ arco BS all’ arco BR. Ma è poi BS a BR in ra- 
gion composta di BS : br , e di br a BR , o sia di BS a 
br , e di Cb a CB. Adunque starà pure 1’ angolo BCS 
all’ altro BCR , cioè a bCr , in ragion composta dalla 
ragion degli archi BS , br che gli sottendono , e dalla 
reciproca de’ raggi Cb , CB di que’ cerchi intorno a 
cui centri essi sono posti. C. B. D. 
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CAP. II. 

DELLA NATURA DELLE QUANTITÀ* CIRCOLARI , E DEL LORO 
RAPPORTO. 



g. Def. i. Complemento di un arco è la differen- 
za di esso dal quadrante. 

E Supplemento di un arco è la differenza di esso 
dalla semicirconferenza. 

Cosi 1’ arco di 3o° tien per complemento quello 
di 6o°; e ’l complemento di tìo° è 1’ arco di 3o° . 

E 1’ arco di i5o° è il supplemento di quello di 3o*. 

10. Def. 11 . Seno di un arco è la perpendicolare, 
clie si abbassa da un suo estremo sul raggio , che pas- 
si per l’ altro estremo. Questo seno suol dirsi seno ret- 
to , o seno primo. 

11 . Coìr. i. Il seno d’ un arco è lo stesso di quello 
del di lui supplemento. 

12 . Cor. 2 . Prolungandosi il seno di un arco lino 
ad incontrare un’altra volta la circonferenza è chiaro , che 
si otterrà la corda dell’ arco doppio del dato ; che per- 
ciò si vede , che: Il seno di un arco è la metà del- 
la corda dell' arco doppio. 

13. Def. m. Tangente d' un arco è quella retta, 
che il tocca in un suo estremo , e si distende insino al 
raggio prodottovi per 1’ altro estremo, 

i4- Def. iv. E tal raggio prodotto insino alla tan- 
gente di un arco , si dirà di lui segante. 

io. Def. v. Coseno di un arco è il seno del di 
lui complemento. E Cotangente di un arco è la tan- 


i 
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gente del di lui complemento. E si dirà Cosegante di 
un arco la segante del complemento di esso. 

16. Def. vi. Senoverso di un arco è quella par- 
te del diametro interposta tra un estremo dell’ arco 
stesso e '1 suo seno retto ; ed esso risulta , come si 
vede , dal prendersi la differenza tra il raggio ed il 
coseiio dell’ arco. 

Il senoverso suol chiamarsi anche saetta , colla 
qual voce il designarono i Trigonometri antichi. 

17. Scol. Per illustrare le precedenti definizio- 
ni , ad un punto qualunque M del quadrante AMD 
si conduca il raggio CM, che si produca verso T. Ed 
abbassate dal detto punto le perpendicolari MP , MQ 
su i raggi AC , CD , si tirino agli estremi A , D del 
quadrante le tangenti AT , DS , che incontrino in T , 
S il raggio CM. 

Sarà MP il seno dell’ arco MA , AT ne sarà la 
tangente , e CT la segante. Inoltre le rette MQ , DS, 
CS si diran coseno , cotangente , e cosegante del det- 
to arco AM rispettivamente 5 poiché tali l'ette sono il 
seno , la tangente , e la segante dell’ arco MD , eli’ è 
il complemento di AM. E finalmente la PA sarà il se- 
noverso del proposto arco AM. 

18. Le quantità descritte nelle definizioni dal 
n°. io fino al 16 sono quelle che si sono dette quan~ 
iità circolari , ed esse chiamatisi anche linee trigono- 
metriche , perchè è per loro mezzo che si perviene al- 
ta risoluzione de’ triangoli , oggetto della Trigonome- 
tria , come vedremo a suo luogo. 

ig. Le suddette linee trigonometriche hanno tra 
loro il rappòrto che ora passeremo a rilevare. 

Per la similitudine de’ triangoli TAC , MPC sta 
AT ad AC , come MP a PC \ cioè : la tangente dell'ar- 
co AM al raggio , come il seno dello stesso arco al 


lAb. r. 
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tuo eoserto. Ed essendo parimente CT a CA , come 
CM a CP 5 starà la segante di un arco al raggio j co- 
me il raggio al coseno. Finalmente , per la simiglian- 
za de’ triangoli CAT , CDS j dee stare TA ad AC » 
Come CD a DS, cioè il raggio : dee esser medio propor- 
zionale fra la tangente , e la cotangente di un arco. 

Ed indicando per 9 un qualunque arco , e per /I 
il raggio del cerchio cui si appartiene , della qual let- 
tera ci serviremo sempre in appresso per dinotare un 
raggio indeterminato di cerchio, se ne rileveranno per 
le sue linee trigonometriche le seguenti equazioni f 
cioè 



iang. ^ se 
seg. ? as 


R. sen. 9 
cos. 9 
R » 

COS. 9 


cot. 9 

t 


tang. <f 


R. CQ5.fr 
sen. $ 
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CAP. HI. 

De’ segni che Appartengonsi alle linee Trigonome- 
triche ne' QUATTRO DIVERSI QUADRANTI DEL CERCHIO, 

E de’ valori ch’ esse hanno negli estremi di questi. 



e.. 3. 20. Nel cerchio ADBE si tirino due diametri AB, 

DE perpendicolari tra loro, e gli archi dell’ intera cir- 
conferenza s’ incomincino a contare nel quadrante AD 
da D verso A ; è chiaro , che di un qualunque arco 
DM minore dèi quadrante DA , ne sia MP o CQ il 
coseno , e DQ il senoverso. Ciò posto la MP perpen- 
dicolare al diametro AB si prolunghi in m, e si vedrà 
che 1 ’ altro arco DAm supplemento di DM abbia per 
suo coseno la mP , o Cq , uguale a CQ , e per senover. 
so la D q. E perchè il coseno Cq deve essere quanto la dif. 

« *G. ferenza del raggio CD , e del scnoverso D</% perciò una 
tal Cq dovrà risultar negativa. Vale a dire , che ; un 
arco minore del quadrante , e 'l suo supplemento han- 
no lo stesso coseno ; ma questo i positivo per lo pri- 
mo , negativo per V altro. Si abbassi ora da m la mqm 
perpendicolare al diametro DE , si vedrà , che 1 ’ arco 
DAEm' minore di tre quadranti , e maggiore di due 
abbia per suo conseno m' p , o sia C<7, cioè lo stesso di 
quello dell’ arco DAm , o anche quello di DM , o E m' y 
preso negativamente : cioè : un tal arco avrà per co- 
seno quello del suo eccesso sulla semicirconferenza , 
preso negativamente. 

Finalmente da m' si abbassi sul diametro AB la 
perpendicolare m' pWL' , sarà M 'p il coseno dell’ arco 
PAEBM' , ed esso pareggerà QC coseno di MD , o d* 
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DM'; ossia un arco maggiore di tre quadranti , e mi- • 
nore della circonferenza avrà per suo coseno quello stes- 
so che si appartiene all' arco eh' è il compimento al - 
r intera circonferenza. 

E dalle cose finora dette in questo numero si ri- 
leva , clic: Il coseno di un qualunque arco di. un qua- 
drante sia anche coseno del suo supplemento ; lo sia 
inoltre della semicirconferenza accresciuta di esso ; e fi- 
nalmente della circonferenza minorata di esso : per lo 
secondo e terzo de' suddetti archi pero bisognerà pren- 
derlo negativamente ■ Cioè indicando per <p quell’ arco , 
per n il suo coseno , e per ir un quadrante , sarà 

1 cos. <?> = cos. (4 * — ?)= n 

« cos. ( a te — 9 ) = COS; ( 2 ir -f- ^ ) = — n 

ai. Premesse le considerazioni su i coseni degli 
arclii dell’ intera circonferenza , sarà facile il passar da 
esse a quelle de’ seni per gli stessi. S’ incomincino di 
fatto tali archi a contare non più da D verso A , ma 
al contrario da A verso D , è chiaro che QC coseno 
dell’arco DM , e dell’altro DAEBM' , sarà seno dell’ar- 
co AM , o pure di ADM', che sono supplementi l’uno 
dell’ altro. Similmente C q coseno dell’ arco DAm , e 
dell’ altro DAEm' , sarà seno dell’ arco ADBm' , o pu- 
re dell’ altro ADBEm , il primo de’ quali eccede la se- 
micirconferenza per l’ arco B mf — AM , e l’ altro man- 
ca dalla circonferenza per l’arco Am uguale allo stesso 
AM. Adunque i due indicati archi , 1 ’ uno maggiore 
della semicirconferenza , e minore di tre quadratiti , 
l’ altro maggiore di tre quadranti , e minore di quattro 
hanno i loro seni negativi , e ciascuno quanto quello 
di un arco minore del quadrante. E dalle cose finora 
esposte in questo numero si rileva, che: Il seno di un 
arco minore del quadrante , è anche seno del suo sup- 
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plemento , della semicirconferenza accresciuta di esso , e 
della circonferenza minorata dello stesso ; ma per que- 
sti due ultimi archi deve esser preso negativamente. Cioè 
servendosi delle stesse indicazioni di poc’ anzi per gli 
archi , ed indicando con m il seno dell' arco 9 sarà 

sen, $ ..... cs sen. ( 2 ir — <? ) = m 

sen. ( 2 ir -4- 9 ) — sen. ( 4 * — ~ — m 

22. Or siccome le altre litaee trigonometriche si 
derivano da queste , e dal raggio del cerchio , per 
mezzo delie analogie recate nel n°. 19 , è perciò facile 
Ad intendersi, che : Le linee trigonometriche di un qualun- 
que arco minore del quadrante debbano appartenersi anche 
al suo supplemento ; ad un arco che risulta dalt aggiugnere 
al proposto la semicirconferenza ; e finalmente a quello , 
che si ottiene togliendolo dalla circonferenza. E sarà fa* 
cil cos^ il vedere quali segni debbano tali linee tri- 
gonometriche avere in ciascuno di questi altri tre casi, 
col tenersi conto de' segni de' seni, e coseni corrispon- 
denti. 

23 . Adunque una volta che siensi esibite le lince 

trigonometriche per tutti gli archi di un quadrante , 
si sapranno anche quelle per tutti gli archi dell' inte- 
ra circonferenza ; il che è sufficientissimo per gli usi 
ordinarj della Trigonometria , della Geografia , e del- 
1 ’ Astronomia ; e solamente bisognerà far attenzione al 
segno che bisogna dare ad esse. Ed è per questa ragione , 
che le Tavole Trigonometriche non contengono , che 
solamente le epressioni di tali linee per gli archi del 
quadrante. , . 

24. E volendo poi estendere un poco le precedenti 
considerazioni , sarà facile il rilevare , che le linee trigo- 
nometriche di quegli archi , che risultano dal sommare 
ad una » due 0 più circonferenze un arco qualunque 

« 

% 



Digitized by Googh 


» i Trigonometria. i3 

di essa, siano le stesse di quelle di un tal arco aggiun- 
to. Così che dinotando con ir la circonferenza di un 

* 

cerchio , e con un suo arco qualunque , sia 

sen. ( n ir -j- $ ) = sen. $ 

. cos. .( n ir -j- 9 ) =t cos. $ 

e similmente per le altre linee trigonometriche- 

25 . Finalmente convien qui far anche notare 
quali sieno i valori delle linee trigonometriche negli 
estremi de’ quattro quadranti. 

Dalle definizioni n., in., e ìv. si ricava eviden- 
temente , che nel punto A dal quale s’ incominciano a 
computar gli archi della circonferenza ADBE , il qual 
punto viene indicato da o° , sia o il seno , e la tangen- 
te ; e che la segante sia espressa dal raggio CA : e 
poiché il complemento di un arco o° è 90 ° , cioè il 
quadrante AD , il cui seno è il raggio DC , il maggior 
di tutti i seni , détto perciò massimo ; quindi si vede , 
che il coseno dell’ arco o° debba essere generalmente 
espresso da R. 

Inoltre dalle medesime definizioni si rileva, che il 
coseno del quadrante AD sia o , e che la tangente , e 
la segante sieno infinite ; poiché la AT , ed il raggio 
CD non posson mai ' incontrarsi , essendo parallele. 
Nell* altro estremo B della semicirconferenza ADB ri- 
torna ad esser o il seno , e la tangeute ; e il coseno 
dovendo esser quello stesso dell’ arco o° supplemento 
di 1 8o°, preso però negativamente , sarà quindi espres- 
so da — - CB , o sia — R : , ed anche — R sarà la se- 
gante , come si rileva facilmente dalla seconda analo- 
gia del n.® 19. 

Alla fine de* tre quadranti , cioè nel punto E , il 
coseno diviene o , il seno è CE preso negativamente , 
Cioè — A, come facilmente si vede j e la tangente 


; 


Lib. t. 
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c la segante si fanno di nuovo infinite , per la stessè 
ragione detta di sopra : il loro segno sarà però quel- 
lo , che gli viene dal tener conto del segno del seno 
e del coseno di un tal arco. Finalmente all' estremo 
A di quattro quadranti , o dell' intera circonferenza 
AJDBEA , divien nuovamente o il seno ; ed il coseno , 
e la segante si fanno quanto CA , cioè R ; • quindi la 
tangente è anche o. 

26. Premesse le cose dette ne’ due numeri prece- 
denti , ecco per ajuto della memoria la seguente 

f 

TAVOLA 

r ’ ■ • , J . • , 

• * , 

1 «. » * ' J 

de’ segni delle principali linee trigonometriche 
ne’ quattro quadranti. 


V 


Dopo 


Arco 
o° > 

o° fino a 90° 


9 °°' 


Seno 

Coseno 

Tang. 

+ 0 

+ R 

+ O 

+ 

+ 

+ 

+ R 

+ 0 

+ » 

+ 

— 

— 

+ » 

— R 

— 0 

— 

— 

+ 

— R 

— 0 

+ ». 

— 

+ 

— 

— 0 

+ R 

. - 4 - ■ 

— 0 


Dopo .90° fino a 180° 
180 0 

Dopo 180 0 fino a 270° 
270° 

Dopo 270° fino a 36 o° 
36 o° 


27. Il seno di un arco , la di lui tangente , la se- 
gante , il coseno , la cotangente , e la cosegante sono 
le linee trigonometriche adottate da’ Geometri per la 
risoluzione del triangolo. E le linee trigonometriche 
dell’arco AM appartengono eziandio all’angolo ACM, 
di cui quello è misura. 

28. Or le suddette linee trigonometriche, non esscn- 
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do in effetto grandezze geometriche , come par che 
indichino le definizioni quassù rapportate per esse f 
ma bensì numeri , possono perciò modificarsi nella se- 
guente convenevol forma. Cioè , prendendo il raggio 
per f unità delle linee trigonometriche , come costu- 
masi di fare. 

Il seno dell’ arco AM è' il valor numerico , che 
tiene la perpendicolare abbassata da un suo estremo 
sul raggio , che passi per 1’ altro : la tangente di un 

arco è il rapporto del seno al coseno di esso j e la se- 
gante è quanto 1’ unità divisa pel coseno : cioè , 


tang. $ 


sen .9 

cos.9 


seg. 9 = 


cos- 9 


PROPOSIZIONE ni. 


TEOREMA. 


29. Le linee trigonometriche di due archi dello 
stesso numero di gradi e minuti , presi in cerchi diver- 
si , sono proporzionali a' raggi de' cerchi. 

Intorno al centro C si descrivano co’ raggi CB , Ae* U 
C b i due quadranti circolari BRA , bra , e poi si tiri 
il raggio CRr -, è manifesto che i due archi BR , br sot- 
tendendo lo stesso angolo in C , debbano essere dello 
stesso numero di gradi , e minuti * . Ciò premesso si * 
tirino tutte le linee trigonometriche di tali archi ; è 
chiaro che i triangoli CRN, CRn sono simili tra loro, 
che perciò le RN , rn , e le CN , Cn sono propor- 
zionali ai raggi CB , cb : ed essendo CB : C b : • CN : 

Cn ; sarà permutando , convertendo , e di nuovo per- 
mutando CB ; Cb : : BN : bn. Essendo poi simili gli 
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~altri triangoli CBD , Chi , sta BG' : bC : : Bfl : bd f ; 
CD: Cd. Si è dunque dimostrato che le linee trigono- 
metriche dell’ arco BR , e quelle dell’ altro br sono 
proporzionali a’ raggi CB , C b. C. B. D. 

3o. Cor. Quindi quel numero , eh esprime Itf 
linee trigonometriche in un dato cerchio , per un arco 
determinato , e per lo raggio diviso in un dato nume- 
ro di parti , rappresenterà anche le linee trigonometri- 
che di un arco dello stesso numero di gradi e minuti in un 
altro cerchio ; purché il raggio si supponga diviso simil- 
mente al primo. E se i raggi di due cerchi sieno rappre- 
“ sentati da numeri diversi ; le lineeitrigonometriche cor- 

rispondenti a due archi dello stesso numero di gradi 
e minuti , presi in essi , dovranno esser dinotate da nu- 
, meri proporzionali a quelli esprimenti i raggi. 

Che perciò si serberà invariato il valore delle linee 
trigonometriche di un arco in parti del raggio , se que- 
sto si supponga — 1 . Ed una tal supposizione è stata 
adottata da tutt’ i Trigonometri , dal Regiomontano in 
poi , perchè la più semplice , e la più comoda. 




*7 


Lib. I. 


B! TlllOt'OMETlIi. 

C A P. IV. 


Del casoni trigonometrico , e della maniera di co- 

_ STRUIRLO , SERVENDOSI DI PRINCIPI RICAVATI DALLA GEOME- 
TRIA ELEMENTARE. 


— na toti — 




3 i. Def. vii. Canone trigonometrico è una tavola, 
ove a ciascun arco minore del quadrante , ed espresso 
jie* suoi gradi e minuti , ascrivonsi i valori numerici 
delie linee trigonometriche , che gli appartengono, pre- 
sovi per unità il raggio. Un tal registro di linee tri- 
gonometriche , dicesi volgarmente Tavola de' seni. 

3 t. Cor. Dividendosi ogni grado in 6o' , il qua- 
drante , eh’ è di 90°, sarà di 54 oo'. Laonde sarai) pu- 
re 54 oo quegli archi minori del quadrante , che vadan 
successivamente crescendo di un minuto. . 

Nella tavola de’ seni il primo arco, cui appongon- 
si le sue linee trigonometriche , é di i'. II secondo è 
di a' ; e cosi successivamente per 54 oo termini , 1’ ul- 
timo de 1 quali è di 90 0 . E per evitare i fratti nel com- 
puto di ciascuna linea trigonometrica , il raggio , di' 
«rasi preso per l’unità, s'intende diviso in 10000000, 
o più parli decimali. E ciascuna df dette linee vedrassi 
espressa nel solo numeratore di un fratto decimale , 
cui si sottintende il denominatore 10000000. 

33 . Scol. Il canone trigonometrico riducesi a ri- 
solvere il seguente generai problema. Dato il rapporto 
numerico di un arco al quadrante , ritrovare il rappor- 
to che serbi al raggio ciascuna linea trigonometrica dì 
esso arco. 
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La costruzione di questo canone , dagli antichi 
eseguivasi con operazioni aritmetiche a certe grandezze 
geometriche applicate , e da' moderni si suole anche da 
alcune analitiche espressioni rilevare. Esso suol distin- 
guersi in lineare , o naturale ; ed artificiale o logoriti 
mica. Il lineare è il già definito. E '1 logaritmico esi- 
bisce i logaritmi volgari delle linee trìgonometriche , 
come nelle comuni tavole de’ seni si osserva. 

LEMMA. 

34 • Se sono date V espressioni numeriche di due lati 
di un triangolo rettangolo , sarà anche data quella del 
rimanente lato. E ciò sovente oitiensi per approssima- 
zione. 

fig. 4 . Cai. ». Suppongansi dati i valori de’ cateti RN , 
NC del triangolo RISC rettangolo in N ; sarà la 
somma de' quadrati di questi due valori , o di questi 
due numeri , uguale al quadrato di quel numero , che 
n’ esprimerebbe 1’ ipotenusa RC. Adunque la radice 
quadrata della somma dell’ espressioni de’ due cateti NR , 
NC sarà 1* espressione dell’ ipotenusa RC. Che se la 
retta RC sia incommensurabile alle RN NC , come il 
più delle volte avviene, l' anzidetla radice non potrà 
aversi esattamente , ma per approssimazione ; e tal ne sarà 
il valore dell’ ipotenusa RC. 

Cas. a. Se diasi in numeri l’ ipotenusa CR , e ’l- 
cateto NR 1’ altro cateto NC sarà espresso dalla ra- 
dice della differenza del quadrato dell’ ipotenusa CR , 
e di quello del cateto RN. Lo che si dimostra come 
nel precedente caso. t 
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PROPOSIZIONE ir» 


• a». 


TEOREMA.' 

35. Il coseno di un arco è la radice della diffe- 
renxa del quadrato del raggio , e del quadrato del se- 
no di esso arco. 

L’ arco RB tien per seno il valor numerico della fi g . 4 . 
perpendicolare RN calata dal suo estremo R sul raggio 
CB , che passa per 1’ altro estremo B^*. E lo stesso 
arco lia per coseno il valore numerico della RM , o 
della sua uguale NC . Di più il raggio trigonometri- 
co RC si è posto uguale ad ». Dunque dalle date espres- 
sioni dell’ ipotenusa RC , e del cateto RN del triango- 
lo rettangolo RNC , che sono il raggio , e ’l seno del* 

1* arco RB , si avrà , per lo teorema precedente , il va- 
lore dell’altro cateto CN , cioè del -coseno dell’arco 
RB ; ed ei sarà la radice della differenza de’ quadrati 
del raggio , e del seno di esso arco. C.B.D. 

36. Scol. L’ arco RD sia di 3o° ; il suo comple- 
mento RA di 6 o° ne sarà doppio ; e la corda RA di 
questo, eh’ è il lato dell’esagono, e perciò uguale al 
raggio AC , che supponesi 1 , dovendo essere il doppio 
del seno RN dell’arco RB*, sarà quindi sen.3o°='/.,; 
e per conseguenza RM o NC , cidè sen. 6 o° , o pure 
cos.3o.° x= V ( 1 — */4 ) = '/a V 3. 




13 , 
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PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. 

3y. Se nella circonferenza di un cerchio prendansi 
ovunque due archi contigui ed uguali , e da un punto 
della medesima circonferenza cadano tre rette agli estremi 
loro : sarà la corda di uno di essi archi a quella delC ar- 
co doppio , come la media di coleste incidenti alla som- 
ma delle incidenti estreme , o alla loro differenza , se- 
condo che quel punto stia fuori de' due archi uguali , o si 
ritrovi in uno di essi. 

V 

fig. 5. «6. Vale a dire, se EF ed FG sieno que’ due archi 

■ uguali , e dal punto A della circonferenza cadano agli 
estremi loro le tre rette AE , AF , AG , sarà 

EF : EG : : AF : AG ± AE. 

Ove il segno -f* nell’ ultimo termine vale per la 
fig. 5 , e’1 — per la 6. 

fig. A Cas. 1 . Per lo quadrilatero AGFE inscritto nel 

proposto cerchio deve essere AFxEG = AGxEF -f- 
* D. VI. AExFG*=EF ( AG + AE ) , essendo EF=FG. Adun- 
que sarà \ 

EF : EG : : AF : AG + AE 

ji s± <$, Cas. a. Similmente a cagion del quadrilatero 

GFAE inscritto nel cerchio EAFG, è pure AGxEF=s 
AExFG + AFxEG? cioè EF (AG— AE) = AFXEG. 

Adunque dovrà essere 

EF : EG : : AF : AG — AE. 

E perciò se nella circonferenza ec. C.P.D. 
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38 . Cor. 1. Per l’estremo E dell’arco EF si tiri iljff.S.c&' 
diametro ER , e si congiungano le altre due rette FI, 

FR ( I è il centro ). Saranno simili i due triangoli isosceli 
EGF , FRI , per avere uguali i due angoli FGE , FRE 
fatti in una medesima porzione di cerchio. Onde stari 


EF : EG : : FI : FR. 


3 g. Cor , 11. E paragonando quest’analogìa colle 
ultime de’ Casi 1. e a. del proposto Teorema, si avrà 
anche 




FI : FR : : AF : AG + ÀE , 

Cioè : L'incidente a quel punto medio dee stare alla som- 
ma o alla differenta di quelle due altre incidenti , come 
il raggio del cerchio alla corda del supplemento di uno 
di que' due archi uguali. 

'è 

PROPOSIZIONE VI. 


TEOREMA. 

4o. Dall'estremo A del diametro AH del cerchio ALHF fig. 7 * 
si tronchino successivamente gli uguali archi AB , BC, 

CD , DE , EF , FG , ec. , qualunque sia il numero dì 
essi , o la grandezza di ciascheduno ; e poi da quell 
estremo a' punti delle divisioni B , C , D , E , F . -, 
ec. si tirino altrettante rette AB , AC , AD , AE , AF , 

AG , ec. Dico esser ciascuna di quelle corde alla som- 
ma di quelle due che le sono prossimamente vicine da 
una parte e dall'altra , come il raggio del detto cerchio 
alla corda del supplemento di uno di quegli archi uguali. 

Cioè per qualunque punto F di tal divisione de- 
ve stare 

AF ; AG+AE : : BI : BH 
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Dim. Il presente teorema ritrovasi già dimostrato 
nel Cor. 1. della Proposizione precedente. 

4 1 - Cor. Supponendo il raggio Aizzi, sarà 
AF : AG -f AE : : 1 : BH 

c quindi 

AF X BH = AG + AE, 

ovvero 

AG = AF X BH - AE. 

Cioè: Ciascuna delle corde AC, AD , AE, AF, AG,,ee. 
sara uguale al prodotto della sua precedenté per la cor- 
da supplementale BH , diminuito della corda antipre- 
cedente. 

4^. E traducendo questa enunciazione in espressione 
trigonometrica , col sostituire alle corde il doppio seno 
della metà dell' arco contermine , ed alla corda supple- 
mentale BH il doppio coseno della metà del primo ar- 
co AB , il quale dinoto ora con 2$ , e perciò con 4 $, 

, 8<p, ec. gli altri che corrispondono alle corde 
AD, AE ec. , e finalmente dividendo per 2 le equa- 
zioni risultanti ; si avrà , incominciando dalla cor- 
da AC 

sen. 29 = 2. sen. 9 cos.a 
sen. 3 <p = 2. sen. 29 cos.9 — sen. 9 
sen. 4 <J> = a.sen. 3 $ cos.9 — sen. 29 
ec. 

SCOLIO. 

t 

43 . E se dall’altro estremo H di quel diametro AH 
si conducano a' medesimi punti delle divisioni C , D , . 
E , F , G , ec. le altre corde HC , HD , HE , HF , 
HG, ec. ; è chiaro che debba anche essere 

BI : BH : : HF : HE+HG • 


3 

’fr 

Zi 
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Cioè : Il raggio del cerchio alla corda supplementale 
BH , conte ciascuna di quelle altre corde alla somma 
di quelle due che le sono prossimamente vicine da una 
parte e dall'altra. 

44- E supponendo anche in questo caso il raggio, 
cioè BI=i , si troverà come nel Cor. al n°. 4 l » che : 
Ciascuna di queste corde supplementali è quanto il pro- 
dotto di quella BH nella sua precedente , diminuito del- 
la corda antiprecedente . Cioè , dando a quelle corde i 
valori trigonometrici che ad esse corrispondono in dop- 
pi coseni delle metà degli archi computati da A , agli 
estremi de’ quali sono esse rispettivamente tirate , e 
poi dividendo per 2 le equazioni risultanti , • sarà per 
le corde HC , HD , HE , ec. 

cos.29 = 2.cos — 1 

COS.à< 5 > = 2.COS.29 COS.^ — cos. 

COS- 4 ? = 2 .COS. 3 $ COS.9 COS.29 

ec. 

PROPOSIZIONE VII. 

1 ' ' ; ì * 

teorema. 

45 . Il seno della somma di due archi è quanto la 
somma de' due prodotti , che si hanno moltiplicando vi- 
cendevolmente il seno dell'uno per. lo coseno dell'altro , 
posto il raggio uguale ad 1. 

E il seno della differenza di essi archi è quanto 
la differenza di que' prodotti stessi. 


Sieno dinotati da ^ e 6 gli archi proposti, de’ qua- fy. 
li sia il maggiore } e ciascuno suppongasi minore del 
quadrante. Nella circonferenza ABJ) del raggio a , dal 


y 


>4 iiixim 

medesimo ponto A , s' intendano presi gli archi AB , 
AD , l' un de' quali sia il doppio dell' arco $ , e 1 ’ al- 
tro di fl ; e tirato per A il» diametro AR , si giungano 
le AB , BR , AD , DR , BD : é chiaro , che la corda AB 
sia il doppio del seno della metà dell’ arco contermi- 
ne AB , cioè quanto a.sen.$ , e che AD sia quanto 
a sen.Ó. Similmente le RB,RD saranno respetti vamen- 
te quanto a.sen. ( 90° — ^ ) e a.sen. ( 90° — fl ) , cioè 
quanto a.cos.f e a.cos.fl. 

Or per lo quadrilatero ABRD inscritto nel divisa- 
to cerchio, è 

v BD X AR = AB X DR + AD X RB 

V 

ossia , prendendo la metà di ciascuna di queste rette , 
e poi passando da esse alle linee trigonometriche che 
si è qui sopra veduto dinotarne , sarà 

sen. ( $ + A ) = sen.$ cos. fl -f- sen.fl cos. q>. 

Inoltre prendasi 1 ’ arco Ad uguale ad AD , e si 
giungano pure le corde Ad , d B , dR , sarà di nuovo , pel 
quadrilatero AdBR inscritto in quel cerchio , 

Bd X AR = AB X Rd — Ad X RB. 

E ripiegando dalle metà di queste corde a' seni e 
coseni degli archi $ , fl da esse rappresentati , si vedrà 
essere 

sen. ( $ — fl ) =s sen.^ cos. fl — * sen.fl cos. 9. ^ 

E perciò il seno della somma di due archi , ec. 
C. B. D. 

46 . Cor, 1, Se 1 ’ arco 6 fosse uguale all’ al- 
tro $ , l’equazione di sopra ritrovata per sen. (<p+A) 
si trasmuterebbe , pel seno dell’ arco doppio , nella se- 

; 6 uente ‘v 

sen. 2$ ss a.sen.f cos. 9 

eh’ è identica alla di già ritrovate sei §• 
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C° r ' **• Suppongasi l’arco $ di 6o° ; e 1' al- 
tro 0 non maggiore di 3o°; e riflettendo che il coseno 
di 6o°, cioè sen. 3 q° = ‘/a*, le due forinole di sopra • S6« 
assegnate -per sen.( $ -f- 0 ) , e sen.( <$> — *-0 ) si trasmute- 
ranno nelle qui appresso , cioè 

sen.( 6 o°-|- 0 ) = seu. 60 0 cos.0 -|- */» sen.0 
sen.{6o° — 6) = sen.6o° cos 0 — '/a sen.0 
e sottraendo la seconda di esse dalla prima , si avrà 
sen. (6o° +0) — sen.( fio 0 — 0 ) = sen.0 
onde sen. (tìo° -f- 0) = sen. 0 + sen.( 6o° — 0 ) 

Aduuque : 11 seno di un arco maggiore di 60 0 
è quanto la somma di due seni , uno dell eccesso del- 
f arco proposto su quello di 6 o° , e V altro della 
differenza tra V arco di 6 o° , e l' eccesso poc anzi 
detto. 

PROPOSIZIONE vrn. ; * 




TEOREMA. 


48 . Il coseno della somma di due archi è quanto 
il prodotto de' coseni di essi archi, toltone quello de' 
loro seni. E 'l coseno della differenza di due archi pa- 
reggia la somma de' prodotti poc' anzi delti. 


Sieno come nel Teor. precedente ® e 0 gli archi fi f . 9 
proposti, ed AB , AD i loro doppi P vesi ne * cerchio . 
del raggio 1 . Per gli estremi A , D del minor arco 
AD conducansi nel cerchio i diametri AR , DH ; e 
congiuntevi le corde AB , AD , BD , si tirino le loro 
supplementali BR , AH , BH . Sarà pel quadrilatero 
ABHR inscritto in questo cerchio 

BH X AR = BR X AH — AB X RH 

4 

\ • 
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E passando dalla metà, di queste corde a’ respettivi seni 
e coseni degli archi 9 e 0|, con osservare che l’ arco RH 
Uguale all’altro AD , sarà * '' . ^ 

cos, ( $ + fl) = cos.^ cos tì-— sen.o sen.fl. 

(Or preso l’ arco Ad — AD , similmente per gli estre- 
mi A , d di questo si conducano nel detto cerchio i 
diametri AR , dà , e si tirino benanche le corde de- 
gli archi AB , Ad , Bei , e quelle de’supplementi lóro. 
Sarà manifesto essere' l’ arco RA uguale all’altro Ad. 
E per lo quadrilatero ABRA inscritto nel divisato cer- 
chio dovrà essere ~ , 

, BA x AR = R|X All +AB X RA. 

E passando dalle corde a 1 seni ed a’ coseni di cu 
esse sono i doppj , sarà * 

cos.( 9 — fl ) =s cos.^ cos.tì -f- ten -9 sen.tì 
‘Laonde il coseno della somma di due archi 
ec. C.B.D. 

4g. Cor. Ponendo nella prima delle foratole del 
presente Teor. <$> = 0 , si avrà 

cos.:i$ = cos.*!$> -j— sen.*$. 

la qual foratola pel coseno dell’arco doppio parago- 
nata con quella clip si ottenne nel §. 44 - dà 
cos.’^ -f- sen .*9 = 1 

come fu dimostrato nel §. 35. • •, 

SCOLIO 

» * 1 ,** 

. **•»/. , 

Per le due precedenti Proposizioni. 

5o. Sebbene le forinole quassù recate pel seno e 
coseno di un arco , che sia la somma o la differenza 
di due dati , si trovino dimostrate nel caso che ciascu- 
no di questi archi sia minore del quadratile ; esse pe- 
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t-ò, per mezzo di quanto fu stabilito nel Cap. III. , pos- 
sonsi agevolmente estendere a due archi qualunque , 
che , per le più generali considerazioni trigonometri- 
che , basterebbe che fossero rappresentati da go°-f-$ 
e 9o°-p0. 

In effetto s' incominci dal supporre , che un solo di 
questi archi sia go°-|>-$ , e 1' altro continui tuttavia ad 
«sser A , sarà sem( 90 0 -}-<$> ) = cos. 9 , cos.( 90° -H>) =» 
— - sen.$ , e 

sen. 0%©°-HP+<l )■= ì cos.( 9+fl ) 

( il segno -f- ha luogo quando l’arco 9-pA è minore del 
quadrante 1’ altro — quando # è maggiore ). 

sen. ( 90°+$ — A ) = cos. ( $ — A ) 

E sviluppando i secondi membri di questi due ultime 
equazioni , e poi sostituendo per cos>$ e sen. 9 le 
loro equivalenti espressioni poc’ anzi indicate , si àvrà 

•en.( 9O°-J-9-f-0 ) = i Qsen.( 90°-!-$ ) cos.fl 

sen.fl coS. ( 9o°-p$ ) ) 

sen.( 90°+$ — fl ) SU . . sen.( 90°+$ ) cos.fl — 

> 

sen.fl cos. ( go°-f-<p ) 

Cioè dinotando con * 1 ’ arco go° -f. q> , sarà 
sen. ^ fl*) cs + ^ sen. a cos.fl -f- sen.fl cos.» ^ 
sen.( <t — fl ) ~ ... sen.» cos.fl sen.fl cos.» 

Similmente essendo 

cos.( 9 o°4.(H-fl. ) = — sen.( $+0 ) 
cos.( 9o°-f -^— 9 ) ~ — sen.( ^ — fl ) 

facendo le stesse operazioni e sostituzioni di poc’ anzi r 
si avrà finalmente . 


\ 


cos.( » i 6 ) = . - . cos.» cos.fl sen.» sen.fl 
Or suppongasi anche 1 ’ altro arco divenirne go°-}-fl . 

* * 


1 
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che dinoteremo per /3, sarà pure sen.( go°-J -0 ) =3 cos.(J , 
' e ccs.( go°-f-d ) = — sen.0. Ed è poi 

spti.( ( 9 o°-|- 9 ) •+■ ( 9 o o -j- 0 )^ = sen.(i 8 o°-f 9 *J-d) — sen.( 9 -f- 0 ) 

seu (^( 90 ° -H) — (9°°-j-0) ) = •, sen .(9 — 6) 

cos.( ( 90 °+<f) -f (go°+ 6 ) ) = cos.(i 8 o°-fi{i-J-fl)=q: cos.fo-ffl) 


( secondochè 1’ arco 9 +® è minore del quadrante , o 
pur maggiore ). ■ _ < 

cos ‘( (9°°+?) — (9°°+®) ) = ...... cos.(9— fl) 

Nelle quali quattro ultime equazioni eseguendo gli svi* 
luppi de’ secondi membri di esse , e poi le sostituzioni 
in vece di sen. 9 , cos .9 , sen. 0 , cos.fl delle loro equi- 
valenti espressioni recate più sopra , si verranno ad 
avere i seni e coseni indicati ne' primi membri delle 
medesime* co’ loro proprj segni. 

E tal dimostrazione potrebbesi nel modo stesso 
continuare in appresso , sicché poi indicando con A , 
B due archi qualunque , dovrà essere in generale. 
sen.( A + B ) ss sen.A cos.B + sen.B cos.A 
cos.( A + B ) = cos.A cos.B Ip sen.A sen.B 
Avvertendo sempre , perchè i risultamenti sieno 
affetti dal loro proprio segno , che debbesi tener conto 
de’ segni che appartengonsi . a’ seni e coseni degli ar- 
chi dati. v .. • a 

'■ ' *• •• , 
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PROPOSIZIONE ni. 

* * ' V r 

* * v. 

TEOREMA. „ 

^ ■ v* * v • » * ■. ■ 

5 o. La tangente della somma di due archi i quan- 
to la somma delle tangenti di essi divisa pel raggio 
minorato del prodotto di quelle tangenti. 

E la tangente della loro differenza è quanto la dif- 
ferenza delle tangenti di essi divisa pel raggio accre- 
sciuto del prodotto delle medesime tangenti. 

v • . f • - 

Essendo sen.( 9 + 6 ) = sen.9 cos. 0 -f-sen .0 cos.9 

e cos. ( 9 + 0 ) = cos. 9 cos.0 — sen.9 sen.® 

dividendo 1’ una equazione per I' altra , e sostituen- 
do al quoziente de' primi membri tang.( 0 -j- 6 ), si 


tang. ( 9 + 0 ) = 


sen.9 cos.fl -J- sen.fl cos.$ 


cos. 9 cos.fl — sen.$ seu.fl 

) « ** 

E dividendo il numeratore e denominatore di questo 
fratto per cos.9 cos.tì , e sostituendo sempre al quo- 
ziente del seno per io coseno di un arce la tangente 
di questo , si avrà 

n g ■ ( 9 + 1 — tang.9 X tang.(jh J ' 

E similmente dalle forinole esprimenti il seno e il co- 
seno della differenza di due archi si sarebbe otte- 


. , - a v ’ tang-9 — tang.fl 

ng- (9 ' 3=1 1 + tang.9 X tang.fl 

Che perciò la tangente della somma di due archi', 
ec- C.B-D- *■ 
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5 i. Cor. Supponènti© nell’espressione di lang.(^-|»^)» 
esser <p = d , si avrà > ' 


tang.2^> 


2. targ. <J> 

1 — tang. 1 ^ 


ci’ è T espressione della tangente dell' arco doppio. 


PROPOSIZIONE X. 


teorema. 

I . 1 

62. Ritrovare il seno dell' arco di i'. 


I poligoni regolari di i6384 lati iscritto, e circo-’ 
Iscritto ad un cerchio del raggio ì , con un approssima- 
tioneportatafìnoa i 5 cifre decimali, souo rispettivamente 
espressi da 3 , 14*592576586860, e 3 , 141592692091258, 
come può rilevarsi nella maniera prescritta nelle Prop. 
1 , e 2 della Misura del cerchio. ( Corso di Geometr. 
voi. 11. ). Ciò posto siccome questi poligoni essendo 
simili sono proporzionali a’ quadrati delle perpendico- 
lari , che dal centro del cerchio si abbassano sopra 
due loro dati , delle quali quella che cade sul lato del 
poligono circoscritto è il raggio del cerchio; perciò sa- 
rà 3,1415926920912588, 3, 141592576586860, come il 
quadrato del raggio , al quadrato della perpendicolare 
che cade dal centro su di un lato del polìgono iscrit- 
to. Quindi se si determini questo quarto proporziona- 
le , e poi da esso si estragga la radice quadrata , si 
urrà tal perpendicolare in parti del raggio. Or perchè 
il poligono iscritto è uguale al rettangolo cqntenutd dal 
suo perimetro , e dalla metà della perpendicolare poc’ an- 
si determinata ; perciò se il numero 3 , 141592576586860 
si divida per 1’ altro che dinota la metà della perpen- 
dicolare poc’ anzi ritrovata , il quoziente darà il perimetro 


1 
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nt Trigono mètri A. il l»ib. 

a; esSo poligono ( Nòte alla Mis. del Cere. Prop. t. ), il 
quale si troverà espresso da 6 , a83t85ìy883^4 a 5. Ed 
. in simil guisa , dividendo , il numero eli’ esprime il po- 
ligono circoscritto per >/ a , cioè per là metà del rag- 
gio , si determinerà il perimetro di quest’ altro poli- 
gono , che sarà 6, a83 i85384i8a56. Laonde dividendo 
ciascun di questi due numeri per 1 6384 » numero de’ lati 
di ciascuno di tali poligoni, i quozienti o, ooo 383495 i , 
e o, 00038349^2 , i quali non diflerisconsi , che nella 
io. raa cifra decimale solamente , rappresenteranno due 
Iati di essi. Adunque l'arco di cerchio , eh’ è sotteso 
da un lato del poligono di i6384 lati differiscesi dalla 

sua corda per meno che del raggio ; e per 

A 1 oooooooooo 

• J ' •. ’ 

conseguenza uh tal arco , e la sua corda , con un’ ap- 
prossimazione assai più che sufficiente per gli ordinar) 
usi trigonometrici , potranno prendersi per uguali. Ma 
. quest’ arco è precisamente di i / , 19", 6 /// , 5 //// , S<]""' y 
3o""", come può vedersi dividendo la circonferenza , 
e quindi 3flo° per metà , tante volte , quando se ne 
richiede per prevenire a i6384 parti , cioè i4- volte 
( Prop. 1 mis. del cerch. ). Dunque con più ragione 
potrà supporsi , che si confonda colla corda contermi- 
ne l’arco di i' ; e perciò potrà stabilirsi la seguente 
proporzione, l’arco di i x , "19", 6'", 5 X/// , òj'"", So""" 
all’ arco di i x , come la corda di quello, cioè o,ooo383495i 
alla corda di ; della quale presane la metà , si avrà 
il seno dell’ arco di mezzo minuto ; e da questo se ne 
. dedurrà poi quello di 1 ' *. C.B.F. • 4®. 

53. Cor. Nel prendere il valore del seno dell’ 
arco di i x da quello di mezzo minuto primo, cioè 3o /x , 
servendosi dell’ espressione sen. l'rr 2.sen.3o v cos.3o /x r 
è facile il vedere , che cos.So'" sia presso che uguale al 
paggio , cioè ad 1 ; thè perciò sen. 1' s: a.sen.3o /x . 
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Vale a dire , che si può a dirittura prendere per 
*. teso di i' la corda di quest’arco. 

PROPOSIZIONE XI. 

- 1 .* 1 

* ’ * '» * i * 

' . i ■ ì B O U H à. ^ * \*' 

■ v . * ' ■ i * 

54 - Esporre co' principi precedenti V effettiva for- 
mazione del Canone Trigonometrico. 

Per la Prop. prec. può ritrovarsi il valore nume- 
rico di sen. i'.- E supposto , come al solito, il raggio 
trigonometrico = i , per la Prop. 4- si renderà noto 
cos. /. Inoltre per lo Cor. j della Prop. 7 si deter* 
mini sen. a'. Ciò posto , sarà, per lo Cor. della Prop. 

. 6 , sostituendo a <$> l’ arco di e perciò a a$ , 3^ 


quelli di a' , 

¥ ec. 


sen.3 7 =» 

a. cos. i' 

sen. a' — sen.i' 

sen. 4' =3 

a.cos.i 7 

a/ f 

sen. a — • sen.m 

sen. 5' = 

a.cos.s 7 

sen. 4 7 — - sen. 3' 

sen. 6 ' = 

a. cos. 1 ' 

sen.5 7 — sen. 4 7 

ec. • 


. 


Questa operazione , che potrebbe estendersi inai* 
no all’ arco di 90 °, cioè effettuandola per 54oo archi , 
che vadano successivamente crescendo di i ' , si arresti 
all’ arco di 6 o° ; e poi per lo Coroll. a. Prop. 7 , e con 
più agpvol, calcolo si rinverranno 

sen.( 6 o°-f 1 ' ) sj sen.( 59 °+ 59 ') + sen.i' 
sen.( 6 o° 4 -a / }. = sen.( 59°-|-58'') -j- «en.V 


sen. 6 i° =3 sen. 59° -f. sen. i° 
sen. 6 a° 33 sen. 58® -f- sen.a q 

.. , ? . 
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Ritrovali i seni degli archi di un quadrante , i 
quali si sogliono distribuire in due colonne verticali, 
una contenente i seni fiuó a 4^°, e 1’ altra , che com- 
prende i coseni di questi archi , cioè i seni da 8 cj°-|- 59' 
a 45°, si potranno calcolare le loro tangenti , e se- 
ganti , colle analogìe del n.° 19. 

Ed ecco esposto il modo di costruire con sole 
operazioni della volgare aritmetica il canone lineare. 

55. Scol. Siccome nell’ uso ordinario di questo ca- 
none per la risoluzione de’ triangoli , imbarazzerebbero 
non poco le lunghissime multiplicazioni e divisioni , 
che convien fare ; perciò i trigonomctri hanno pensato 
di aggiungere al canone lineare i logaritmi corrispon- 
denti a’ numeri in esso contenuti ; vale a dire - han- 
stabilito un’ altra specie di canone , che dicesi lo- 
garitmico , e eh’ è quello di cui si fa uso. Ed in 
alcune Tavole si trova a dirittura rapportato il . so- 
lo canone logaritmico , trascurando^ il lineare. In- 
tanto sarebbe assolutamente superfluo il dir qui qual- . 
che cosa circa il canone logaritmico ; poiché questo 
trovasi a sufficienza spiegato innanzi alle ordinarie Ta- 
vole de' seni , ed è facilissimo l’ intenderlo a chi non 
ignora 1’ ordinaria teorica de’ logaritmi volgari. 
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CAP. V. 

i 

FoRMOLE CIRCOLARI , CHE DEDDCONSI HALLE PROF. Vn , 
Vili , K DA' LORO COROLLARI. , < 

56 . Dalle forinole rappresentanti il seno , e ’1 co- 
seno della somma , e della differenza di due archi se 
ne possono ricavare molte espressioni trigonometriche 
utilissime , delle quali noi qui appresso recheremo le 
principali , che sono di un uso più frequente , e di 
alcune delle quali dovremo anche valerci a proposito 
in appresso nel presente Trattato. 

67. In primo luogo, se per mezzo della Prop. VII. 
si cerchi l’espressione corrispondente a sen.fn^-pip) , ed a 
sen.(n $ — <b ), cioè a sen.( n-f' 1 ) p, ed a sen.( n — 1 ) p, si 
rileverà che deLbanoaver luogo le seguenti due equazioni 
sen.( n 1 ) ? — sen.n$ cos.9 -f- sen.$ cos.wp 
sen.( n — 1)93= sen./i® cos.^ — sen.9 cos.n^ 
la quali sommate insieme danno 

sen. (n + , )p + sen.( n—i ) p ss a.sen.n^ cos.p 
cioè , sen.( n 1 ) p 33 2. sen .ri p cos.p — sen.( n — 1 )* 
la quale equazione dà il seno dell’ arco multiplice n -J- 1 
di up dato , per mezzo de’ seni degli archi multiplici 
n , n — 1 dello stesso , e del coseno dell’ arco sempli- 
ce. Ed essa coincide col Teorema delle corde dimo- 
strato nel Cor. della Prop. VI. 

Similmente dalla Prop. Vili, si rileverà , che deb- 
ba essere 

cos.( n + 0® 3= cos.np cos.^ — sea.np sen p 
cos,( n t— 1 ) p == cos ,np cos.^ -J" sen.nq» sen,$ 
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dalle quali si otterrà per mezzo della loro somma 
cos. (re + o 9 — 3 . cos. «9 cos 9 — cos.( n — i' 9 
la quale equazione dà il coseno di un arco multiplice 
n + 1 di un dato per mezzo de’ coseni di due archi 
mulliplici re ed re — 1 del medesimo e del coseno di 
questo. Ed essa coincide con l'altro Teorema dimo- 
strato nello Scolio al n.° 44 * 

58 . Dal J. 4 o. si ha 


„ 1 + cos. 39 

cos. 9 — 

» a 


equazione che combinata con 1' altra 


sen. 9=1 


cos. *9 


. i — cos. 39 

sen. *9 = — 1 

a 


e questa, e la prima M risoluta per rispetto a cos. 9 e 
sen. 9 daranno 

V i -1- cos. 09 

! I. 


1.9 = v - 


cos. 09 


che sono le espressioni del seno , e coseno dell’arco 
metà , date le stesse linee trigonometriche per l’ arco 
doppio. 

Che se 1 ’ equazione 

sen. 29 = 2. sen. 9 cos. 9* 

si combini prima con 1’ altra M , e poi con N , se ne 
ricaveranno queste altre due , cioè 

sen. 39 sen. 9 

— ■ = = tansr.ffl 

* + cos. 39 cos. 9 0 T 

sen. 39 cos.® 

1 — = 1. = cot.9 

1 — . cos. 39 sen. 9 v 

che 1 com’ è chiaro , rappresentano la tangente , e la 

* 
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“*^^cotangente dell’ arco metà espresse nel seno , c coseno 
dell’ arco doppio. 

. 60. Le formole finora recate possono tastare per 

far conoscere i principi per la costruzione algebrica, 
dèi canone trigonometrico ; ed apparterrà all’ analisi 
trascendente 1' estenderli , ed il renderli sì efficaci , ed 
agevoli per la costruzione delle Tavole , da dar risul- 
tamene di un’ approssimazione si grande , che ecceda i 
limili del bisognevole ne’ calcoli più accurati , che di- 
pendono dalla Trigonometria e dalle Tavole; ma non 
c questo il luogo a proposito per esporre tali cose. 

6 1 . Dalle quattro formole de’ numeri 45 e 4 ^ se 
ne possono ricavare le seguenti altre t che sono come 
tanti Teoremi. 

I. sen.(9+0) -f-sen.( 9 — 6) = a.sen.9 cos.0 

II. sen.(. 9 -l- 0 ) — sen.(9 — 6) == a.cos-9 sen .0 

III. cos.( 9 + 6 ) -j- cos.( 9 — 0 ) = 3.COS.9 cos .0 

IV. cos.(9 — 0 ) — cos.( 9 + 0 ) = a.sen.9 sen .0 

62. Or se si ponga 9 + 0 =:«, 9 ^ x fi i ® 

• 1. a 4 - fi a a 3 ... 

quindi 9 = > 6 — — ■ e P 01 q uesU va * 

valori di 9 , e 0 sostituiscansl nelle precedenti forma- 
le , esse si ridurranno a queste altre. 


V. 

sen.» -J- sen.j3 = a.sen. 

«+ fi *— fi 

■ COS. » 

2 2 

VI. 

sen.» — sen./3 = a.cos. 

a + /9 » — ( 3 

— — sen. — 

2 a 

VII. 

cos.» -f- cos./3 z= a.cos. 

*-f/3 w — fi 

■■ ■ ■’ ■ tU5. 

a 3 

Vili. 

cos.jS — cos.*= a.sen. 

* + /3 * — fi 

— LJ1 sen. - — 

a a 


63. E dividendo le due forinole n.° V< e VI. per 
V altra n.* VII. , si avrà 
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^ sen.* + sen./3 sen. '/a (*+ff) _ ^ »+/3 

cos.sc -f* cos./à **” COS.'/a (*+|3) 2 

sen.» — sen./3 sen.'/a (* — ( 3 ) * — /? 

A.. — '• ss ; — ; — — tang. > ■ 

cos.ot -j- cos.|3 cos.y 3 (* — (3) 2 

, 64- E similmente dividendo 1’ equazione IX. per 

la X. , si avrà 

XI sen ft 4- seri. (3 ^ taug.'/j (*-f-/3) 
sen.» — sen./3 tang.'/a (» — (3) 

E da questa si ricava la seguente analogìa 

flt-i -3 cl-B 

seni*-j-6en./3 : sen.*— sen./3 :: tang. — : tang. — 

Cioè ì somma de' seni di due archi sla alla loro 
differenza , come 1 * tangente della semisotfima di essi 
archi alla tangente della semidifferenza loro> * 

65. Inoltre ponendo nell’ espressione del seno dell’ 

arco doppio * , .■* — invece di 9 , si otterrà • 46 . 


a.~\~3 *-L3 

XII. seni *+/3 ) = a.sen. - — - cos. — — - 

a a 

66 . Finalmente dividendo ciascuna delle equazioni 
n.° V. e VI. per questa XII. , e poi riducendo , si avrà 

Xm scn * + scn 'ft _ cos.'/i (*— /3) 
sen.(*-|-/3) cos.‘/a (*-f-/3) 

_ sen.* — sen.(3 scn.’/a (* — (3 ) 

sen.(*-|-/3) sen.'/i (*+/3) 

E dalle formole qui recate i giovani potranno per 
loro esercizio ricavarne facilmente molte altre , che 
per brevità qui si tralasciano. 
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O I 

TRIGONOMETRIA. 


LIBRO IL 

PRINCIPI DI TRIGONOMETRIA RETTILINEA. 

INTROD U Z IO NE. 


67. la ogni triangolo , oltre allo spazio che vi si 
contiene , vi sono pure , come l’ è noto , tre lati e tre 
angoli ; e queste sei grandezze hanno tra loro tal nes- 
so , che da tre di esse date, se pur queste non sieno 
i soli angoli della figura , si possono le altre geome- 
tricamente ed in facil modo rilevare , come si ha da- 
gli Elementi di Euclide. Ma non è così di loro , quan- 
do con valori aritmetici le une si espongono , e nella 
stessa divisa le altre vi si chleggon da esse. Imperoc- 
ché essendo trascendente il rapporto de’ lati di un 
triangolo agli angoli eh’ essi sottendono , niuna regola 
per l'indagine suddetta può mai sperarsi. Ad ottenere 
quindi la risoluzione del triangolo sulla quale sono fon- 
date le scienze geodetiche , ed astronomiche , e della 
quale grandissimo uso bisogna pur fare nelle materna- 
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tiche si pure che miste , i Geometri antichi inventaro- 
no il seguente ripiego. 

Essi costruivano prima il canone trigonometrico , 
che , come si è veduto nel libro precedente , presenta 
una tavola di corrispondenza tra i valori degli angoli 
e quejli delle di loro funzioni , cioè delle corrispon- 
denti linee trigonometriche ; e poi prescrissero certi 
rapporti di quelle funzioni a’ lati di un triangolo , dal 
che poi la risoluzione di questa figura riesciva facilis- 
sima a rilevarsi. Ed è della fissazione di questi rap- 
porti , e della maniera di applicarli all' oggetto cui so- 
no destinati , che passeremo ad occuparci nel presen- 
te libro. •. 1 , 

Intanto è da avvertirsi, che i risultamcnti de’ pro- 
blemi trigonometricamente risoluti sono approssimanti , 
come approssimanti sono i valori delle linee trigono- 
nometriche che vi si adoperano , e per le operazioni 
aritmetiche che su di queste si fanno. Ed è da doler- 
si che nella maggior parte delle Trigonometrie Ele- 
mentari siasi trascurato di ciò avvertire a’ giovanetti , 
non senza loro nocumento. Imperocché nella parte 
elementare della Geometria , e nella sublime non si 
contemplano che le sole grandezze geometriche , e con 
metodi esatti e rigorosi tutto vien quivi rilevato , pro- 
posto , e dimostrato; laddove nella Trigonometria rin- 
vengonsi certe grandezze continue in valori aritmetici , 
e con metodi approssimanti risolvonsi i problemi. E(1 
i giovani passan di volo * dall’ un metodo all’ altro , e 
da questo a quello ne ripiegano , ora contemplando le 
grandezze continue nella loro natura , ed ora sotto la 
mentita forma di discrete , e spesso non v’ è chi di 
quel divario gli avverta. Era dunque necessario , non 
solo per ragion di scienza ; ma per utile de’ giovani , 
premetter queste nozioni agli Elementi di Trigonome- 
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tria , che qui imprendo a divisare brevemente e con 
chiarezza. 

68. Def. l. I valori numerici de’ lati, e degli an- 
goli di un triangolo si possono chiamare parti di esso. 

E ciò secondo le frase de’ Trigonometri antichi. , 

69. De f u. Risolvere un triangolo è il ritrovare tre 
delle sei parti del triangolo dalle altre tre che sieno 
date j se pur queste non sieno i soli tre angoli di tal . 
figura. 

jo. Cor. Quando sieno dati i soli tre angoli di 
un triangolo non si potrà da essi investigare il valore 
de' lati , ma semplicemente la di loro proporzione. Im- 
perocché esso in tal caso sarà dato di sola specie , e 
potrà averne infiniti altri equiangoli. 

»i. Def. ih. La Trigonometria Piana, o rettilinea 
èia scienza, che propone le regole, o principi per ri- 
solvere un triangolo, r* 1 

• .... 
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' C A P. I. 

MIICCIPJ TER LA R1SOLVZIOKE DE* TRIAJTSOLI. 


PROPOSIZIONE I. 

. * • « l 

• * •• * • . * * 

TEOREMA. 

». ' * . ■ ' t . I • • t ■ 

7 a. £* ipotenusa di un triangolo rettangolo sta é 
ciascun lato di esso , come il raggio trigonometrico al 
seno dell'angolo opposto ad un tal lato. 

/{■ «o. Imperocché descrivasi col centro A intervallo AB 
1’ arco circolare BD , rappresenterà BC il seno dell* ar- 
co BD , o sia dell’ angolo BAC , e CA ne sarà il co- 
seno , o sia il seno di CBA , eh’ è complemento di 
* 3o ' CAB. Adunque starà AB : BC : : R : sen. BAC*; ed 
AB : AC : : R : sen. CBA , ossia a cos. BAC. 

73. Cor. E dalle due precedenti analogie si rile- 
verà facilmente che debba stare 

BC : CA : : sen. BAC : sen. CBA , oa cos. BAC. 

PROPOSIZIONE II. 

‘ . \ “ 1 ' v 

T E O a E M A. 

74 . In un triangolo rettangolo sta pure un lato 
all' altro , come il róggio trigonometrico alla tangente 
dell angolo opposto all'altro lato. 

Ed un lato sta all ipotenusa , come il raggio tri- 
gonometrico alla segante dell'angolo adjacente. 

• V • ' 

f%. i«. Poiché se descrìvasi col centro A , intervallo AC 


Digitized by Google 



t 


DI TmOKOKITIIi. 4 3 ***• * 

T’arco circolare CE ; è chiaro che CB dinoti la tangen- 
te dell’arco CE, e quindi dell’angolo in A , e che 
AB rappresenti la segaute di quell’ arco , o di quest' 
angolo. Laonde dovrà stare 

AC : CB : : R : tang. A 
ÀC : AB : t R : seg. A 

e queste sono le due analogie proposte nel presenta 
. Teorema. C.B.D. 

f •• v • 

- no.poMZ,iOK e ;in. 

, V • „ -■ j 

TEOREMI. '> 

w "• X . * * 

' ’ - r » • ' * s 

y5. tn ogni triangolo i lati sono .com» i seni de- 
gli angoli ad essi opposti. , 1 

' • ' - • ’ ’ o ' * <■*. 

Dal vertice A di uno degli angoli del triangolo fa. 
ABC si abbassi sul lato opposto la perpendicolare AD , 

Ù avrà nel triangolo rettangolo BAD , BA : AD ti R : 
sen.B* , e quindi R X AD = BAXsen.B. • 

E similmente si ricaverà dal triangolo CAD esser 
RX AD = CA X sen. C ; Laonde dovrà risultare 
BA X «en. B r m CA X sen. C -, e quindi , considerando 
•i seni come linee rette, si vedrà esser*. 

CA ; BA : : sen. B : sen. G. 

E nel modo stesso abbassando da B la perpendicolare 
sul lato AC si dimostrerà che sia 

BA : BC : : sen. C : sen. A. 

Quindi , per equalità , se ne conchiuderà anche 
CA : BC : : sen. B : sen. A. 

Che perciò in ogni triangolo ec. C.B.D. 
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; . P ROPOSIZIONE IV. ' ? 

* - * . v r 

TEORÈMI. 

76. Se dal vertice di un angolo di un triangolo 
ti abbassi la perpendicolare sul lato opposto , dovrà 
star quel lato su cui cade la perpendicolare , alla som- 
ma degli altri due lati del triangolo , come la differen- 
za di questi , alla differenza , o pure alla somma de' seg- 
menti formali dalla perpendicolare , secondo che questa 
cade dentro , o fuori del (riangolo. 


« i3. 


Dal vertice A del triangolo BAC si abbassi sol 
lato opposto BG la perpendicolare AD, la quale cade, 
dentro del triangolo nella figura 12, e fuori nell’altra 
i 3 ; dovrà stare BC : BA -f- AC : : AC — AB : CD + DB, 
ove il segno — del quarto termine della proporzio- 
ne ba luogo se la perpendicolare cade dentro del 
triangolo , e 1’ altro -}- se cade fuori di esso. 

Col centro A , intervallo il minore AB degli altri 
due Iati , si descriva il circolo EBF , che interseghi 
1 ’ altro lato AC in F , E , ed il lato CB in b. 

Ciò permesso , per la natura del cerchio , il ret- 
tangolo ECF è uguale all’altro BCò: adunque sarà 
BC : CE , o CA + AB : : CF , o C A — AB : Cb ; 
e questa Cb per la figura 12. è quanto CD — DB , e per 
l'altra i 3 . é quanto CD -J- Dò. 

Adunque uc. C.B. D. 


i- -•<."••• 
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RIGONOMETKIA. 


PROPOSIZIONE V. 


TEOREMA. 

■ . 

77- In ogni triangolo obbliquangolo il coseno di 
un angolo è uguale alla quantità che si ottiene dalla 
somma de quadrati de' lati che lo comprendono , meno 
quello del lato che gli è opposto , divisa pel doppio ret- 
tangolo di que' lati stessi. 

• ■ * 1 *• ' "”' .V i \ • • 

Ci°è nel triangolo BAC , per un angolo qualunque/;, 
di esso , come per esempio quello in A deve essere 


»4> 


cos. BAC = AB»+AC*-BC a 
aBA x ac 


Imperocché se dal vertice B di uno degli altri 
angoli del triangolo si abbassi sul lato opposto la per- 
dicolare BD , sarà BC* = BA* -j- AC* aCA X AD 
secondo che 1’ angolo BAC è acuto, o ottuso. E poi- 
ché sta 

ì : cos. BAD : : BA : AD , p 

sarà 

AD = cos. BAD X BA 

% e perciò 

BC a = BA* + AC* + aBA X AC X cos. CAD. 

Or nel caso che 1* angolo BAC sia ottuso , è cos. BAD 
.= — cos. BAC; che perciò ne' due casi si avrà sem- 
pre BC* = BA* -f AC* — aBA X AC X cos. BAC ; e 
quindi 

s. BAC = BA, +AC«— BC* 
aBAXAC 


cos. 


i-L 


Che perciò in ogni triangolo ec. C.B.D. 


i 
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SCOLIO. 


Indicando generalmente per A , fi, C ì trn 
angoli di un triangolo , e per a , b. , c i lati che gli lono 
opposti , sarà 

i» + c* — a* 


cos 


A = 


ibc 


e questa espressione potrà porsi anche sotto 1* altra 
forma 

(* + «)»— «‘ . 
a be 

che riducesi à 

( b +c + a ) ( fc — a) ^ 

a b c 

la quale riesce più agevole nel calcolo de’ triangoli ' 

Inoltre sostituendo acos.* * A A — i in luogo di 

* ■'1 . . 

• 5$. cos. A», si avrà 

../ . (ù + c + «)(*+ c ““ fl )- 

a.cos.* «/a A = — 

A- ,/ A i tf ( b + c + a ) ( b + c — a ) \ 

c quindi cos. ‘/a A = ■/» y ^ — J 

che nel calcolo è anche più agevole della precedente. 

Finalmente volendo l’ espressione di sen. ‘/a A 

piuttosto che del coseno , basterà nella forinola di cos. A, 

che risulta immediatamente dal Teorema, sostituirà 

„ jg i — a. sen.* */a A in luogo di cos. A*, si avrà cosi 

b % + c* — a* 

1 — a. sen.* </ a A = 


cioè : sen.* */a A = 


a* ( b — c )* 


. «m- A =■ ■/. V ( ( ‘‘ +t ~ C Uf±=Ìl ') 


' Y 


a 
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PROPOSIZIONE VI. 

r 

I 1 O I I V i; 

79 . /» ogni triangolo la somma de' lati è alla 
loro differenza , come la tangente della semisomma de- 
gli angoli alla base , alla tangente della semidifferensa 
di essi. 

Si circonseriva al triangolo ACB il cerchio , e dal/f*. «5. 
centro O di questo si tirino i raggi OG, OF perpen- 
dicolari ai lati AC, AB, e congiunto l'altro raggio 
OA , gli si abbassino dai punti G , F le perpendico- 
lari GL , FH , che sono i seni degli angoli GOA , 

AOF , finalmente si unisca la GF , e gli si abbassi 
dal centro O la perpendicolare OM. E poiché T an- 
golo GOA è uguale all’ angolo CBA , mentre l’ arco 
GA su cui insiste il primo , eh’ è al centro O del cer- 
chio , è metà dell’ arco AGC su cui insiste 1’ altro , 
che sta alla circonferenza del cerchio stesso ; e l’ an- 
golo AOF è uguale a BCA , per la medesima ragio- 
ne : perciò sarà l’ angolo GOF quanto la somma degli 
angoli 6 , C; e quindi l’ angolo GOM , eh’ è metà 
dell’ angolo GOF sarà la semisomma degli angoli B , 

C. Di più essendo 1’ angolo GOK = GOM -f- MOK , 
sarà esso uguale ad FOM -f- MOK , cioè = FOK -|- ^ 

aKOM ; e perciò GOK — KOF = aKOM : quindi 
KOM sarà la semidifferenza degli angoli GOK , KOF 
ossia B , C. 

Or essendo simili i triangoli GKL, FKH, sta GK: 

KF : : GL : FH. Ma GL, ed FH sono seni degli ar- 
chi GA , ed AF , e quindi degli angoli in B , C ; e , 

perciò proporzionali a’ lati AC, AB , opposti ad essi*. * 


Lib, a. 


pigi 


•by Googk 


• «J 


^ «LEM EJTTX 

Adunque sarà GK : KF :: CA : AB ; e componendo GF 
FK :: CA -f- AB : AB; e poi col dividendo, ed invertendo 
applicato a quella stessa analogia , si avrà KF : GK — KF 
- :: ■AB : AC — AB. Laonde , per equalità , dovrà stare GF r 

GK — KF :: CA -f- AB : CA — AB. Ma, presa MN = MK, 
GN sarà uguale a KF , e GK — KF è quanto GK — GN , 
cioè NK ; adunque sarà CA -f AB : CA— AB : : GF r 
NK , o pure : : GM': MK. Quindi, siccome preso 
OM per raggio , le MG , MK rappresentano le tan- 

• 74- genti degli angoli MOG, MOK* cioè e ; 

a a 


' perciò si avrà 
CA + AB ; CA ■ 


■ AB : : tang. 


B + C 


tang. 


B — C 


a a 

Cioè la somma de’ lati è alla loro differenza ec. 
C. B. D. 


A L I T E R 


8o. S* indichino con » e fi gli angoli B, C del 
triangolo ACB ; si rileverà facilmente dal n°. yS , che 
debba stare sen. * + sen. /3 : sen. x — sen. /3 : : CA 
+ AB ; CA — AB. Ma sen. a sen. fi : sen. a — sea.fi 
s 4 fi s — fi 

— : tang. — * Adunque starà pure 


*.*XÌ. :: tan g 


„ CA-f-AB ; CA — AB 1 1 tang. 


a 

<*■ + ? . 


. «— fi 

tang. — j*- 

B + C B — C 
cioè tang. — - — : tang. — 
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CAP. II. 

Apt'LlcA'ìtONE de' principi stabiliti nel precedente 

CAPITOLO ALL - EFFETTIVA RISOLUZIONE DE’ TRIANGOLI. 




A. '-A?'? 




8 1 . In ogni triangolo , ciati due angoli è anche 
dato il terzo , eh’ è il supplemento a due retti della 
somma de’ due dati; e perciò nel triangolo rettangolo , 
s’ è dato uno degli angoli acuti, sarà dato anche l’al- 
tro. Di più in questo triangolo , se sono dati due lati , 
si conoscerà il terzo per mezzo del Lemma premesso alla 
Prop. 4- Dib. I , e senza operazioni trigonometriche. 

jm - , % ' HT 1 • • J 

% - *:•, 

PROPOSIZIONE VII. 

' 

TEOREMA. 

**X' ‘ • A fà»/ » l f ‘ i 

« , , , 1 *• • 

8*. In un triangolo rettangolo , dato uno de* lati , \ 
ed un' altra delle sue parti ad arbitrio ; determinare le ' > 
rimanenti parti , 

* ■ 

C A s o r. 


Sieno dati i cateti AC, CB. Per determinare Van- fi s . m 4 
golo in B , si faccia 

AC : CB : R : tang. A * - ^ 

Si renderà nota per tal modo la tangente dell’ an- 
golo A ; e quindi un tal angolo si rileverà dalle Ta- 

È.' T(tl 




r 

\ 1 
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Caso II. 


1 . 


7 *' 


Che se diasi il cateto AG , e 1 ” ipotenusa AB. Si 
troverà T angolo in fi facendo 

AB : AG :: R : sen. B « 

donde si farà anche noto quello in A : e si gaiette 
-trovato direttamente questo, par meno della seguente 
analogìa 

AB : AC : : R : cos. A 1 * 

* ( 


A 

Caco 


in. 


• ' ; 1 >•< 

E dandosi il eateto AC , ed t uno degli angoli acu- 
ti A , e perciò anche l’ altro B. Per, determinare l’ al- 
tro cateto BC, . Insognerà fare 
*71- . „ R : tang. A t : AC : ©B * ' -a £ 

4 o pure sen.B : sen. A : AC : CB * 

" Ma la pptUpl analogìa è da preferirsi dia seconda ; 
poiché il primo termine R di quella è il raggio. 

E volendo l' ipotenusa ÀB , converrebbe fare 
R : seg. A : : AC : AB * 
o pure mu» B : R : : AC : AB * * . 

^ .. ì *. , h . 7. . <• * 

V»- 


•' 74 - 
• 71. 


€ A s 9 nr. 

* ' • 

Finalmente dandosi' l’Ipotcnusa AB , ed Uno degli 
angoli B alla base , e quindi 1’ altro A : se si voglie 
un cateto come A£> si dovrà fare ' «*«** 

R : sen. B : : AB : AC * 

r E poiché non resta a fare altra combinazione 
nelle parti del proposto triangolo , oltre le firrora in- 
. dicale ; perciò si sua risoluto il prosante Proble- 
ma . c. B. F. » 1 


.... 

r ya. 
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PROPOSIZIONE vin. 

!.. 

PROBLEMA. 

S3. ih un triangolo obbliquangolo , da/e tre delle 
sue parti , sempre compreso uno de ’ Za/t ; determinare 
le rimanenti parti. 


C A 


S O T. 


Sieno dati iu primo luogo gli angoli in A , B , e fig. ir. 
quindi 1’ altro in C , ed il lato AB ; e si cerchino gli 
altri due lati BC , AG. Si faccia 

’ sen.C : sen.A :: BA : BC ¥ 

sen.C : sen.B :: BA : AC * * " S 

si avranno per tal modo i lati BC , AC. 


Caso 


n. 


Che se diansi i lati AB , AC e l’ angolo C oppo- 
sto ad uno di essi lati AB ; si troverà 1’ angolo iu B 
opposto all' altro lato AC facendo 

AB ; AC sen.C ; sen.B ¥ 

Quindi sen-B si farà noto; e dalle tavole si rileverà 1' 
angolo B , per conseguenza quello in A , e finalmente 
il terzo lato BC ¥ . « 

Che se co’ dati stessi di por.’ anzi si volesse otte- 
nere direttamente il terzo lato BC : dal vertice A del- 
l’ angolo opposto ad un tal lato , si abbassi sopra di 
esso la perpendicolare AD, sarà DC = AC cos.C, 
DA = AC sen.C ; quindi BD — V( AB 1 — AC* sen.’C ) 
e perciò BC = AC cos.C + AB* — AC’ scn.’C ) , ov» 

il segua — del radicale , cow’ è facile ad avvertirsi col* 


7$. 


cas. r. 
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la semplice ispezione della figura , ha luogo quando 
1’ angolo B è ottuso. Bisogna anche notare che se fosse 
ottuso 1’ angolo dato in C , allora il suo coseno sarebbe 
negativo. 

L’ espressione di BC che si è ottenuta non può 
calcolarsi per logaritmi , a meno di una riduzione nella 
quale vi entra a parte un nuovo angolo ; ond’ è che 
nessun vantaggio si ha dall’ aver ottenuto nel caso pro- 
posto il lato BC indipendentemente dall' aver prima de» 
terminato 1’ angolo B , e quindi quello in A ; che per- 
ciò bisognerà condursi piuttosto in questo modo , come 
da dotti Trigonometri e stato avvertito. 


Scolio. 

È però da notarsi per questo secondo Caso , che 
se mai 1’ angolo dato è opposto al lato maggiore , al- 
lora 1’ angolo opposto all’ altro lato dato dovrà essere 
necessariamente acuto ; poiché dev’.essere minore del 
A dato , e quindi acuto , quando anche quello sia ottu- 
so j mentre un triangolo non può avere due angoli 
ottusi , o uno ottuso , e 1’ altro retto. Che se poi T 
angolo dato è opposto al lato minore , com’ è nella 
fig. ìa , iu cui l’angolo dato C sta opposto al lato BA 
fit- »a. minore di AC ; allóra la specie dell’angolo opposto al 
lato AC sarà dubbia , cioè poti^esso essere acuto , O 
ottuso. In fatti descrivendosi col centro A intervallo 
il lato minore AB il cerchio BEF ; questo dovrà sega- 
■ , re il lato BC in b , e congiunta la A b avrà gli stessi" 
dati sì il triangolo ABC , che 1’ altro AòC ; per conse- 
guenza si sarà in dubbio se risolvasi l’uno, o l'altro , 
a meno che le circostanze della quistione non tolgano 
1* incer tazza. 

Ed è anche chiaro, che per saper* il valor* cK 

r 
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BC Bisogna che sia nota la specie dell’ angolo oppo- . 
sto al maggiore de’ lati dati , altrimenti la BC resterà 
dubbia. 


Caso 


IR. 


E se sien dati i due lati BA , AC , e l'angolo in Jlg. i5. 
A da essi compreso : si troverà ciascuno degli angoli 
alla base facendo 

AC + AB: AC — AB : : tang. 2L±£ r-tang. £zrJ£ 4 * 

Si avrà in tal modo la tangente dell’ angolo , eh’ è se- 
midiflerenza degli angoli B , C , e quindi un tal an- 
golo si farà noto dalle tavole : e se esso si aggiunga 
alla metà dalle somma degli angoli B , C , si avrà 
1’ angolo maggiore B , se se ne tolga , si avrà il mino- 
re C. 

Ed è facile a rilevarsi dall’ analogia sopra recarta , 
che quando non occorre di determinare , che sola- 
mente gli altri due angoli del triangolo , i lati in- 
torno al dato angolo non è necessario che sian da- 
ti di grandezza, ma basta che lo sieuo di sola ra- 
gione. 

Conosciuti gli angoli in B , C , il lato BC adja- 
«ente ad essi si determinerà pel Cas. i. 

«V<<* **•..- 1 -V "• r’~- '•* ■ 

. Scolio. 

Talvolta i lati AB , AC non sono dati in nu- 
meri naturali, ma bensì per mezzo de’ logaritmi di 
essi , come avviene , per esempio , allorché ne’ calcoli ” • 

di Astronomia si rilevano le distanze de’ pianeti dal ■ \ 
sole nelle tavole astronomiche costruite a quest’ uso. 

In tal caso per evitare di determinarsi in numeri na- 
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• turali i suddetti lati , prima di procedere alla risolu- 
zione del triangolo , il che risulterebbe di grande im- 
paccio , si potrà usare il seguente ripiego. 

Si supponga la CA , ^h’ è ib maggiore de’ due lati, 
posta ad angolo retto colla BA, cioè come la cA, cou- 
giungasi la Be , starà . , . . ' . , 

BA : Ac , o AC : : K : tang. cBA * 
e si avrà cosi l’ angolo cBA*^il quale sarà maggiore 
di 45°. Si dinoti un tal ali 


fi- » 6 - 


? 4 - 


* 5o, tang. 


tang. t* 

*,45° 

x -1- tang. * X U 

mg. 4»° 


’,si avrà, sosti* 


J AC 


tuendo per tang.» l’espressione * , ed 1 per tang. 45*, 

. • \ . . . - ' \t • “ • ‘ - 

tang. (*— 45°) , e quindi AC + AB : 

AC — AB : : R : tang. ( * — 4$° )• Che perniò so- 
stituendo alla prima di queste ragioni l’ uguale 
79. tang. */a ( B-j-C), o cot. '/a A : tang. '/ 2 ( B— C ) ¥ , sari 
R : tang. ( « — 4^° ) : 5 cot. ’A A : tang. «/a ( B— C ) 


C A 


S O IV. 


fif. Finalmente se sieno dati i tre lati BC , CA , AB 

c si cerchino gli angoli. 

L'angolo A si otterrà facili^imamente , per mezze 
di una delle due forinole esibite nel num.° 78. Ed un 
altro de’ suoi angoli si potrà ottenere o nel modo po- 
c’ anzi detto , o come nel Cas. 1 . E da questi due an- 
goli resterà poi determinato il terzo. t 


? 
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Lib. 3, 


V 




scotio. 

• ' . r 

*4. Nelle ricerche che si fanno per la risoluzio- 
ne de’ triangoli , bisogna , quanto più si può , aver 
l'avvertenza di dedurre ciascuna parte clic si cerca di- 
rettamente dalle parti date , evitando d’ implicare nel- 
la determinazione di esse qualche altra parte inco- 
gnita del triangolo, che siasi precedentemente deter- 
minata. 

Imperocché non essendo che approssimanti per 
loro natura i quarti proporzionali che dtrivansi da 
analogie ove sienvi quantità trigonometriche ; e ’l più 
delle volte divenendolo anche tanto meno, per le ope- 
razioni aritmetiche che conviene fare per rinvenirli ; 
sempre che si farà uso di essi per termine di un' altra 
analogia , il quarto termine di questa alle due prece- 
denti imperfezioui che lo fanno deviare dall’ esattezza 
unirà anche l' altra del non esatto valore del termine 
impiegato. > •» f ^ 

. v < , a. * f* ! ‘ . 


♦ 
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C A P. III. 

DELLA MANIERA DI DETERMINARE I SEGMENTI DELLA BASW 
■ E LA PERPENDICOLARE , Se’ DIVERSI CASI DI RISOLVIMENTO 

PROPOSTI NEL PRECEDENTE CAPITOLO PE’ TRIANGOLI OB- 
BLIQVANGOLI ; E DI ALCUN* ALTRE RICERCHE ANALOGHE. 

‘ f ■ . 


85. Le considerazioni esposte nello Scolio in fin» 
del precedente Capitolo ci hanno determinato all’oggetto 
quassù proposto pel presente , a fin di mostrare in qual 
modo la perpendicolare ed i segmenti della base io 
an triangolo obbliquangolo possansi ottenere diretta- 
mente dalle tre parti date di esso, senza frammezzar- 
vi altre di quèlle che v’ erano incognite. 

»•. < 1 » » t 1 

PROPOSIZIONE IX. . • * • 

PROBLEMA. 

J%.i4. 86. Nel triangolo ABC dati gli angoli in A , C , e'I 

lato adiacente CA : ritrovare i segmenti AD , DC di 
questo lato , e la perpendicolare BD che cade sopra di 
esso dall' angolo opposta. ■**-<«*>■ 

Nel triangolo BDC sta DC : DB : : cot. C : R , * 
nell’ altro triangolo BDA sì ha parimente DB ; DA : : 
R : tang. DBA , o cot. BAD , che dinoterò per cot. A ; 
quindi si avrà, per equalità , DC : DA :: cot. C : cot. A , 
o : : tang. A : tang. C. Or da quest’ ultima analogìa si 
rileva facilmente die stia > 



Digitized by Google 


Lib. «. 


di T Ricosoxmii. 37 

DC-f-DA : DC — DA:: tang.A-)-tang C : tang.A — lang.C 

1 sen.A seu.C 

cos.A 


cos.A 

sen.A cos.C + sen.C cos.A 


sen.A sen.C 

r 


cos.C 

cpn \ me 1 . 


cos.C 


* 9 * 


cos.A cos.C pos.A cos.C 

o sia :: sen. ( A -f- C ) , cioè sen. B : seu. (A — C )* * 

Che perciò essendo dato quest’ ultimo rapporto , ed un 
de’ termini del primo , secondo che là perpendicolare 
BD cade dentro o fuori del triangolo ; sarà anche dato 
1’ altro termine di esso ; e quindi si avranno i segmen- 
ti AD , DC della hase. 

Per aver poi la perpendicolare BD si osservi che 
DA = DB cot. A , e DC = DB col. C ; che perciò 
AC = DB (cot. C + cot.A)* ' 


= DB ( 
= DB ( 


cos.C cos.A x 

sen.C sen.A ) 

sen.A cos.C + sen.C cos.A 
sen.C sen.A 


) 



4 5 • 





sen. ( C A ) 
sen. C sen. A 


AC sen.C sen.A AC sen.C sen. A , 
E quindi DB = — 

Ed è mediante questa forinola che resta risoluto . 
trigonometricamente il Probi. I. della Sezione IV. 
Cap. II. dell’Aritmetica Universale del Newton. 

87. Scol. Dada prima parte della soluzione del 
presente Problema si rileva die : I segmenti di un lu- 
to di un triangolo , prodot ti in esso dalla perpendico- 
lare che gli si abbassa dal vertice dell'angolo opposto , 
sono come le tangenti degli angoli che gli corrispondo r- 
no alternamente . 


Lib. ». 58 .attutiti 
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PROPOSIZIONE X. 

> 1 o i i i K 1, 

• ' 1 ’ 

88 ‘ Dati i ire lati del triangolo ABC , esibire i 
segmenti AD , DC di un di questi prodotti , dalla per- 
pendicolare abbassata ad esso dall' angolo opposto ; e 
di più una tal perpendicolare, 

I segmenti AD , DC dalla base si avranno facen- 

• 76. do AC : BC + BA :: BC — BA : DC 4! DA* ; ed ot- 

tenutosi questo quarto termine sarà facile a rilevarne 
i segmenti DC , DA, venendo sempre ad esser data 1 » 
somma . e la differenza di essi. 

Per ottener poi la perpendicolare BD indipenden- 
temente da’ segmenti AD , DC si procederà nel seguen- 
te modo 

Nel n.° 78 si è ottenuto ( 1 

./. a = ./, v ( ) 

, . , / /• (à-frO-j -a) (fc-L-c — or) v 

cos. .»/„ Aa'/iV ( - — b c ) 

* 46- Adunque «arà sen. »/•» A cos. ‘/a A , cioè '/a sen. A* , 

BD . BD 


o sia 


' ri/ ( l’+c+a ) ( b+c—a ) ^ c ) (n+c— b) 

/ a v b c % V è c 

• •# ._ % v .- ' . • 

e quindi 

BD == ^ V ( (à+ c + r ') (£+e—-a) (a-J-è — c) (a-f-c-w^) ) 

nella quale espressione , come si vede , basta sostituire i 
calori de’ lati di un triangolo per aver la perpendico- 


2 AU 


, cioè ~ • « 

ac 


0 « 
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fare che , pel presente caso, cade Sul lato b , cioè AC, 
dal vertice dell’ angolo B che gli è opposto. Ed una 
tal forinola potrà agevolmente modificarsi per gli al- 
tri casi. 

scolio: 


89. Facendo a-\-b-\- c = ap, sarà a-\-b — e — ip 
— ac , a -{- c — b — ap — ib , b -J- c — a = ip — a <* ; * 

e quindi la perpendicolare BD si potrà esprimere, per 
mezzo di una semplicissima ed ovvia riduzione , nella 
seguente altra maniera più elegante , cioè » ' 

•J- V ( P ( p—a ) ( p—c ) ( p—b ) ) 

E da essa si rileva facilmente , che 1’ espressione dell’ 
aja di un triangolo ne’ suoi lati sia la. seguente 

V ( p ( p—° ) ( p—° ) ( p— b ) ) 

cioè , la radice quadrata del prodotto che ha per fatto- 
ri la semisomma de ' lati , e le tre differenze di ciascun 
lato da questa. 

. 

PROPOSIZIONE XI. ^ 

* 

.1 problema. 


A 



. V 


I 



90. Dati nel triangolo ABC i lati AB , BC , e fa. '$• 
V angolo ABC da essi compreso : determinare i seg- < , 

menti ABD , DBC di questo angolo , prodotti dal- 
la perpendicolare che cade sul lato ad esso opposto . ( 


Essendo BD 5= CB cos.CBD=AB cos. ABD., sari " 
CBcos.CBD = AB cos. ABD $ e perciò CB : AB 1; 

* 



• 5‘ b « a ' ■#***■' L X « E * * f 

cós ABD v co*. GBD ; dalla qual proporzione è fa- 
cile il rivelarne l’altra CB-J-AB : CB— AB :: cos.ABD-f- 
oos.CBD.; cos. ABD ■*— cos. CBD j • cioè ( n.° ■"fu. « 
vni. §. 62. ) :r * 


ABD-j-mn CBD— ABD AB!>4-CBD CBD— ABD 

cos. co s. — - :«en. — sen . 

2 2 2 “ 2 


e chiamaudo /3 1’ angolo ABD ed « 1’ altro CBD , sarà 

A€+CB:AC— CB :: cos. ^ cos .^n^; sen .t+l se n.^£ 
*:> . a a 2 a 

flt — È 

\ •* * cos. — sen. — 

'cioè ? — ; . a 

«+fl ' *— 3 

sen. — cos. — 

3 2 

o tang. */ 3 ( CBD— ABD ) : tang. «/a ( CBD+ABD ). 
E dall’ esser noto un de’ termini delibi seconda ragio- 
ne di quest’ ultima analogìa , quello cioè che esprime 
l’angolo dato ABC , si farà anche nòto 1 altro termi- 
ne , ottenuto il quale resteranno determinati gli ango- 
Ji cerpati CBD, ABD* ( \ * , 

91 . Scol. Quest’ ultimo risultamene che olire 
la soluzione del presente problema dà un’ altra ma- 
niera onde- risolvete il triangolo ABC » dato l’ ango- 
lo -ABC , ed i lati, che lo comprendono , diversa da 
quella che. n’ è stata esibita nel Caso ih. della Prop. 
vili, del presente Libro. . 


+c> *n *■ 


f ****!. 1 . ."t:* v* ■ V * j.z. . 

.. i : t *• V . . : T/:*t • ' .* 

. * * -v’ ••v'-* t/A * • > 

. . .,v 4V ,**. . 


: 4'V'- «* v 
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PROPOSIZIONE XH. * . 

» » » 1‘ b I H i- 

f) 2 . Sfel; triangolo ACB in cui si divida per me- fig- l T* 
ià un akgolo di esso ACB per mezzo della CJD ; si 
vuol determinare i segmenti che tal linea CD produ- 
ce nel lato ad, esso opporlo \ dati che sieno o un tal 
lato e gli angoli adiacenti A , B , o pure i,tre lati del 
triangolo. 

**■ ■ ir 

Parte I. Sieno dati gli angoli in A , Be’! lato 

~ " BDsen.B ADsen.A 

AB. E pò, che CP = R 

I v . r 

queste due quantità ultime tra loro uguali , e quindi 
BD : AD : : seni» A : sep. B, 
e BD -f-AD : BD — AD :: sen.A+sen.B: sen.A — sen.B 
cioè Y 

. ; :: tang. v ?k ( 

Laonde sarà 

• BD — Al 

Quindi avendosi' la* differenza de’- segmenti BD, 

DA , e la loro somma AB , si farà noto ciascun di 
questi. _ . 

Parte II. Che se sieno dati i tre lati del trian- 
golo ; la differenza de’ segmenti del lato AB si otterrà 
geometricamente per mezzo della 3. del Lih. VI. di* 
Euclide , « senza far uso della Trigonometria. 





A+B ) : taug. '/a ( A — B ) ». '^ÌÉÉ6t, 

AB X tang.»/a ( A — B ) 

~ tang. */ 2 ( A-f B ) 
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PROPOSIZIONE xm. 


tKOBfiK HA. 


16. g 3 . Trovare i valori de' segmenti ACD , DCB 

deW angolo ACB , prodotti da una linea CD che di » 
vide per metà il lato opposto AB ; nel taso che 
sia dato V angolo diviso , ed i lati AC , CB , che lo 
comprendono. 


Essendo CD = 


BD sen.B AD sen.A 

sen. BCD sen. ACD 


¥ 


saranno uguali queste due espressioni divene dell* 
CD ; e perciò essendo BD = AD Starà 

sen. BCD : sen. ACD :: sen.B : sen.A :i AC : BG 


e quandi 

AC+BC: AC-BC :: se.BCD+se.ACD : se.BCD~se.ACD 
:: tang.'/aC BCD-f-ACD ) : tang.‘/a( BCD — ACD ) 5 cho 
*33.64. perciò si farà nota tang. 1/» ( BCD — ACD )* ; e per 
mezzo di essa sarà poi facile il rilevare i valori degli 

angoli ACD, BCD. 



I 
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Di Atomi ALTRI CASI IH CUI LE TRE FARTI DATE TER LA 
RISOLUZIONE DI UN TRIANGOLO SONO DIVERSA MENTE COM- 
«■ BINATE. 


g4* Oltre le principali combinazioni di tre par- 
ti di un triangolo necessarie per la determinazione 
delle rimanenti , del quale oggetto si è trattato nel 
Cap. II. del pesente Libro, possono anche aver luogo 
per la risoluzione del triangolo diverse altre combina- 
zióni di dati , delle quali passeremo ad esporne al- 
cune ne' seguenti Problemi. Queste tali combinazioni 
debbono però esser sempre tali , che implicitamente 
contengano tre parti date del triangolo , ciascuna indi- 
pendentemente dalle altre due. 

• * n • * . * 

PROPOSIZIONE XIV. 

* 

problema. 


95. Nel triangolo BAC sieno dati i lati AB , AC , fig. tf. 
e la somma , o la differenza degli angoli B e C alla 
base ; si vuoi risolvere il triangolo. 

r k B+C B— C 

Poiché BA-f. AC: AC— AB tang. — — : taug. — ^ — > 

. B+C . B— C 

perciò se c nota — sa otterri — - — ; ed al contrario. 


Digitized by Google 




Lib. 9 . 


€4 


■ B L * M 111! 


PROPOSIZIONE XV. 


/ ** -v • 'PROBLEMA. 

te >g. 96. Risolvere il triangolo BAC in cui sieno noti 

gli angoli , ed AB + AC , o AC — AB. 

" 7 ' v. •** > 

Si otterrà la differenza de’ lati AC , AB se era 
data la somma di essi , o al contrario la somma se 
n’ era data la differenza , per mezzo della seguente 

«Jalog»* . * K , • 

tang. 5±5 : tang. :: AB+AC : AC— AB 

«. *V fi ' - 4 . ’ ' 

PROPOSIZIONE XVI. 


. *. , . • e PROBLEMA. 

fg, ig. 97. Le cose date per risolvere il triangolo BAC 
sieno l'angolo A il lato BC che lo sottende , ed AB 
AC y o AC ^ AB. > * 


Parte I. Sia nota AC — AB. E poiché sen. A , 
sen. B , 'e sen. B — sen. C sono in ordinata ragione 
co*» lìti, AC ed AC — v AB , sarà .. . 

.. seu.A : sen. B.— .sen. C :: BC : AC— AB _ 


• perciò BC = 


sen. A ( AC -» * AB ) 
sen. lì — sen. C 


sen. (B + C) (AC — AB) , 
sen. B — sen. C 


• 1 n.sen.'/a ( B^-C ).cos, 1 , 1 -; ( B-f-C ) ( AC — AB ) 
a.sen^yi ( B — C ) cos . '/i ( B-j-C ) 
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di Trigonometria. 

scn. «/ a ( B+C ) ( AC— AB ) 

sen. ‘/a( B— C ) 

Orsen. •/»( B+C ) = cos. */a A 
Adunque sarà 

( AC — AB ) cos.iA A, 
sen. >/ a ( B — C ) = 57- - 


Parté h. Sia or data AC+AB. Ed essendo coni» 
poc' anzi 

sen. A : sen. B + sen- C :: BC : AC + AB 
sarà facile per mezzo degli stessi passaggi di poc’ anzi 
di ottenere la seguente formola 


cos. */a( B— — C ) ~ 


( AB+AC ) sen. 'A A. 

— 


98. Scol. 1. Ottenutosi 1 ' angolo eh’ è semidiffe- 
renza di quelli alla base del triangolo proposto , cioè 
i*/a ( B — C ), la determinazione de’ lati AC , AB ne se- 
gue immediatamente ; poiché nel caso della Parte 1. 
del Prob. , ove supponesi nota la AC — AB , la for- 
inola della Parte 11. darà il valore di AC+AB : ed al 
contrario supponendo nota la AB+AC , come nella Par- 
te 11. , la formola della Parte 1. darà il valore di . 
AC— AB. 

99. Scol. a. Il triangolo proposto si sarebbe potuto fi$. *0. 
risolvere prendendo sul lato CA la CE = CA + AB , 

o a CA — AB ; e poi risolvendo il triangolo BEC in» 
cui verrebbe ad esser dato 1 ’ angolo in E, ed i due 
iati BE , BC ; ma la prima soluzione è preferibile. 
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PROPOSIZIONE xvn. 

I I 

problema. 

ft> a». ioo. Sleno dati nei triangolo BAC l'angolo in C , 
il lato adjacente CP , e la somma o la differenza de- 
gli altri due lati , risolverlo. 

Si prenda nell’ altro lato CA dell’angolo dato G 
la CE = CA + AB o a CA — AB , e si congiunga 1* 
BE , si farauuo noti nel triangolo EBC due lati e I’ 
angolo compreso ; die perciò esso potrà risolversi r 
ed è pur facile il ravvisare come da tal risoluzio- 
ne si possa passare a quella del triangolo propo- 
sto ABC. 

PROPOSIZIONE xvm. 

PROBLEMA. 

fig- >*. ioi. Risolvere il triangolo BAC in cui sieno date 
il lato BA , V angolo C ad esso opposto , ed il rettan- 
golo de' lati BC , CA che -lo comprendono. 

Essendo BC*4-CA*=AB*4-aBCXCA cos. C , 
sarà (BC-fCA)*=AB*+*BCXCA (cos.C-f-i ) 
e (BC — CA)’= AB’-f- 2 BCxCA ( cos.C — i ) 
donde si ricaverà 

BC+CA=V ( AB’-faBCXCA (cos.C+i ) ) 
BC—CA=V ( AB’+aBCXCA ( cos.C— i ) ) 


s 
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dalle quali due ultime equazioni è facile il rilevarne i 
Valori di BC , CA< 

Volendo poi il valore degli angoli in B , A indi- 
pendentemente da quello de’ lati BC , CA , si proce- 
derà nel seguente modo 

BA : seti, ti :: AC : seu. B :: BC: sen. A ¥ . Laonde • tjg 4 ' 
sarà BA’ : sen.* C ACXBC : seij.A sen.B. 

Or sen.B= '/acos. ( A — B ) — '/alos. ( A-f-B )* ss . . *6i.lV< 
i/a cos. ( A — B ) + '/a cos. C : che perciò se questo 
valore s’ introduca nell' analogia di sopra , si avrà 
da essa 

oACXBC sen. 2 C 
cos. ( A— B ) = 

Laonde' avendo il valore di cos.( A — B), ed essendo 
pur nolo 1’ altro di cos. ( A-(-B ) , si potrà agevolmen- 
te ottenere gli angoli A , B» 


cos. C 


PROPOSIZIONE NIX. 


PROBLEMA. 


\ 


103. Conoscendo i tre angoli di un triangolo, e la 
somma de' tre lati , risolverlo. 


Essendo BC , CA , AB proporzionali con sen. A , 
sen.B, sen.C ; si avrà, per la 12 . del Lib. V. di 
Euclide , 

sen.A-J-sen.B-J-sen.Ct sen. A :: BC-f-CA-f-AB : BO 
• r nr *en. A (BC+CA+AB) 

e qum * seu.A+sen.B-f-sen.C 

E similmente si determineranno gli altri due lati. 
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PROPOSIZIONE XX. 

PROBLEMA. 

103 . Risolvere il triangolo BAC , in cui sia data 
V aja , l' angolo in B , ed il lato BC. 


S’ indichi l’aja per M*, sarà AD = e perciò 

pa _ A I> ^aiVIa . . 

“ ^T-gfe sen.iJ : ed 11 rimanente lato AC, « 

gli altri angoli in A, C del triangolo proposto si po- 
tranno facilmente determinare. 

PROPOSIZIONE XXI. 


problema. 


ft‘ »'• 104. Risolvere il triangolo BAC , in cui sieno dati 

l angolo BAC , il lato opposto BC , e la perpendico- 
lare AD su di questo. 


S’indichi pér A l'intero angolo BAC. E poiché 

r AB scn A „ AD _ AD 

W- Hf! > c 7 Zm sara per- 

AD sen.A 


& sen.Crr 


BC ’ ~ sen.B 
AD sen.A 


quindi 


BC sen.( A-fC) ’ 1 BC 

= -* n -( A +C ) sen.C = >/ aC o*.A — »/ a cos.( aC+A ) , il 
quale pereggiamento si ottiene per mezzo dell’equazione 
iv. del n.° 61. , col porre in questa <?=A-j-C , e 0 =C 

Laonde sarà co*. ( aC+A ) = cos.A — gAD sen A 

CB 
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Dalla quale equazione si ha 1 ' angolo aC-J-A , e quin- 
di il solo angolo C ; e finalmente l’ altro B. 

PROPOSIZIONE XXII. 

problema. 


io5. Risolvere il triangolo BAC in cui sia data lafis • 
base BC , V altezza AD, e la differenza degli angoli C, 

B alla base. 

# 

Esprimasi , per facilitazione del calcolo , BC per la , 

AD per b, BD — DC per ax , che perciò sarà BD = 
a-f-x , CD=a — x , e la tangente nota di C — B sia di- 
notata da p 

n a -a 

, e simil- * 19. 
, sarà. . . . 


mente 


DA 

h • 

CD ~ 

a — x 

DA _ 

b 

DB 

a-|-x 1 

b 

* . 

a — x 

fl-J-X 


1+- 


»/>x 

x. 




dalla qual’ equazione sarà agevol cosa il rilevare il va- 
lore di x , e quindi quelli di BD , DC , per mezzo 
de’ quali potrà poi completamente risolversi il propo- 
sto triangolo. 

106. Scol. Il procedimento per la soluzione sareb- 
be lo stesso , se , invece della diffe»enza , fosse data la 
somma dagli angoli C , B alla base. 
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PROPOSIZIONE XXIII. 

t 


PROBLEMA. 


107. Risolvere il triangolo BAC , dato V angolo 
BAC , la somma BA+AC de'lati che lo comprendono , 
e la perpendicolare AD, che dal vertice di quell' angolo 
cade sul lato opposto AC. 


Pongasi BÀ^AC— ss , BA AC — ix , che per- 
ciò sarà espresso il lato AB da a-\-x , e 1 ’ altro AG 
da a — x : sia poi la AD espresso da b , e ’l coseno 
dell’ angolo dato BAC da p j * * 


AD b „. n AD b 

cos.BAD = — = —70 ecos.CAD= — = 


BA 




AC a — x 


onde che sarà poi seu.BAD=— — ( a + x )’ — ) 


e sen. CAD = — - — V C ( a — x )* — ) » che F’ rciò 
essendo cos. BAC — p , 

cioè p ( nW ) = V ( ( a '+ x ' )+** ) 

Dalla qual 1 equazione ottenutosi il valore di x , si 
verrà ad aver quelli de’lati BA, AC 5 ed il proposto 
triangolo resterà risoluto- 

108. Scol. N21 modo stesso si sarebbe risoluto il 
Problema , se invece di BA -J- AC fosse stata data. 
BA— AC. 
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SCOLIO GENERALE. 

109. Ne’ problemi precedenti tutte le volte che 
co’ dati proposti non si trova determinata qualcheduna 
delle parti del triangolo , bisogna , che questa si cerchi 
cogli ovvj principj esposti nel C.ip. 11. del pres ente 
Libro, dopo di aver esibite quelle, che nel problema 
si trovano determinate ; essendo questo per que’ casi » 
il mezzo più conveniente per rinvenirle. 

# 
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libro nr. 

DE* TRIANGOLI SFERICI. 

. • i . - 

C A P. I. 

DEFINIZIONI , E NOZIONI PRELIMINARI. , • 

««o wsBQffi Cmna i 

, PROPOSIZIONE I. 

TEOREMA. 

no. La comune sezione di un piano e di una sfe- 
Ya , è un cerchio. „ . 

La sfera . BFAE sia segata dal piano ABC, suljfj, 2l , 
quale dal centro O della sfera si abbassi la perpen- 
dicolare OD ; e presi ovunque nel perimetro della se- 
zione ABC i punti B , C , si uniscano le OB , OC , 

DB, DC. E poiché la OD è perpendicolare «1 piano 
ABC , gli angoli in D saranno retti ’• e perciò i due *d. 3.XI. 

io 
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triangoli rettangoli ODB , ODC , avendo ugnali le 
loro ipotenuse OC , OB , ed il cateto OD comune , 

dovranno avere anche uguali gli altri cateti DB , DC. 
Laonde tutti i punti del perimetro della sezione ABC 
aono equidistanti dal punto D , eh’ è dentro di tal 
sezione ; quindi essa sarà un cerchio , ed il punto D 
ne sarà il centro C.B.D. 

ili. Cor. i . Il centro di ogni cerchio , che rap- 
presenta la sezione fatta in una sfera da un piano , è 
dunque quel punto dove questo piano è incontrato 
dalla perpendicolare abbassatali dal centro della sfe- 
ra ; e di più il quadrato del raggio di questo cerchio 
è quanto la differenza de’ quadrati del raggio della sfe- 
ra , e della distanza del centro di essa da quello del- 
la sfera. 

in. Cor. 2. Ciò posto è manifesto, che a mi- 
sura che si minorerà la distanza del centro di un di 
que’ cerchi da quello della sfera , maggiore si farà il 
cerchio; e che questo diverrà il massimo , allorché il 
piano che sega la sfera passa per lo centro di questa ; 
che perciò 

11 3 . Def. 1. Tutti que’ cerchi che hànno per 
centro quello della sfera si dicono massimi, e si chia- 
mano poi cerchi minori tutti gli altri. 

ii 4 - Cor. 1. Per due punti della superficie di 
Una sfera , che non sieno diametralmente opposti , non 
• • vi passa che un solo cerchio massimo ; poiché il pia- 
no di questo dovendo passare anche per lo centro 
della sfera , viene a passare per tre punti , non posti 
• a , jj. in linea retta , e perciò è determinato *. 

1 1 5 . Cor. 2. Di più due cerchi massimi inter- 
segandosi in una retta , che passa per lo centro co- 
mune di essi , e perciò é un diametro , debbono di- 
vidersi scambievolmente per metà ; e le loro cir- 
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conferente si verranno ad intersegare alla distanza 
di i8o°. 

1 16. De f u. Quel diametro della sfera , eh' è 

perpendicolare al piano di un circolo massimo , si di- 
ce suo tute : e gli estremi di un tal diametro ne sono 
ì poli. ' • • 

Questi punti si dicono anche poli di tutti gli al- 
tri cerchi paralleli a quel circolo massimo. 

117. Cor. É chiaro dall’ addotta definizione j eh* 
due cerchi massimi non possono avere un medesimo 
polo: poiché altrimenti la congiungente un tal polo 
col loro centro comune , sarebbe perpendicolare a duo 
piani diversi. Di più , che se per gli poli di un circolo 
massimo ne passi un altro ; gli archi di questo frappo- 
sti tra un de' poli e la circonferenza del primo cerchio 
■ieno di 90°. 

H r 
. » -- ■ 

... . '• . V 


■ / > . ■ 

PROPOSIZIONE 


II. 


1 e o a x x a. 


118. Il raggio di una sfera sta a quello di un di lei 
eerchio minore , come il raggio trigonometrico al seno 
dell'arco di cerchio massimo , eh' è tra la circonferenta 
del cerchio minore , ed il polo di esso. 

Sia ABC un cerchio minore , il cui polo sia E ; fig. ìU 
sarà il suo raggio DB seno , dell’ arco BE* ; ma nel trian- • o, 
golo rettangolo BDO sta l’ ipotenusa OB , cioè il rag- 
gio della sfera , al cateto BD , come il raggio trìgono- 
metrico al seno dell’angolo BOD % o dell’ arco BE. 
Dunque ec.,C.B.D. - 

pg. Cor. Essendo i raggi di due cerchi come le 

loro circonferenze* e quindi come le de®* partì 4***^'^ 

* Arsoti 


•I 
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quest* , cioè come i loro gradi j ne segno , che i il 
grado di un cerchio massimo sta a quello dì un cer*- 
ehio minore , come il raggio trigonometrico al seno 
dell' arco di cerchio massimo , eh' è tra il cerchio mino- 
re , ed il suo potei 

ìao. Def. ni. L’ angolo sferico è la scambievole 
inclinazione di due archi di due cerchi massimi sulla 
superficie di una sfera. 

_if. 1*1. Def. ìv. Triangolo sferico è poi quella por- 
zione di superficie sferica , eh’ è terminata da tre archi 
di tre cerchi massimi. • 

PROPOSIZIONE in. 

v . ' ' ' , ‘ • .. . . * . X ' 

TEOREMA. 

12*. Se in due cerchi disuguali si adatti Una 
stessa corda ; Il arco più piccolo , che questa troncherà 
dal maggior cerchio , sarà minore dell' arco più piccolo , 
che la stessa taglierà dal cerchio minore. 

fig. ai. Sieno ABK , ABH i due cerchi , ed AB la loro 
corda comune > e quindi A, B que’soli punti ne’qua» 

* io.ni. li -si, potranno intersegare- le loro circonferenze*. Or 

per gli loro centri F G si tiri la retta EeHK , e si 
uniscano le BH, HA, BK, KA. Inoltre si tiri la AeL, 
é finalmente giungansi le Be, BL.-E poiché gli ango- 
A li AeB , AKB fanno due retti , del pari che gli 
altri ALB , AHB *; perciò quelli saranno uguali a 
questi. Ma 1 ’ angolo AKB < è minore dell’- altro angolo 

* **• I* AKB* ; adunque 1 ’ altro angolo AeB dovrà esser mag- 

giore di ALB ; e quindi il punto e dell’arco AeB 
dovrà cadere al di sotto d'eli’ altro arco AEB * e lo 
stesso dimostrandosi per ogni altro punto dell’ arco 
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AeB , ne segue perciò , che l’ arco AEB dovrà esser 
maggiore dell’ altro AeB. C.B.D. 

; A L I T E R 

v» v.-4 .-e- v , jj;,, r . ita 

123. I due cerchi proposti AED , AEc si suppon- fg. aj. 
ga che si tocchino al di dentro in E ; si tiri la retta 
EFG per gli loro centri , e s’ intendano nell’ uno , e 
nell’ altro cerchio applicate le corde Uguali BC , bc 
perpendicolarmente alla retta EFG: è chiaro che se 
il centro F del cerchio òEc si supponga scorrere sul- 
la retta FE , finché il punto K passi in H , cioè fin- 
ché la bc coincida colla BC , ed i punti b , c cadano 
sopra gli altri B , C ; in tal caso 1’ arco òEc dovrà 
necessariamente comprendere 1’ altro BEC , e quindi 
esserne maggiore. 

i2/{. Cor. Adunque: Varco di cerchio massimo 
minóre della semicirconferenza , rappresenta la minima 
distanza , sulla superficie della sfera , ira i due punti 
pe' quali esso passa. Perciò l’ arco di cerchio massimo 
è la misura naturale , ed unica , anche perchè costante , 
di ogni distanza sferica ; e quindi adoprausi esclusivamen- 
te archi di cerchi massimi per lati de' triangoli sferici. 

ia5. Scol. Che l’arco circolare AEB sia maggiore 
dell’altro AeB, si rileva facilmente dah principio i.“ sta- 
bilito ne’ Teoremi di Archimede ; ed ecco in qual modo. 

Si tirino agli archi AEB , AeB le tangenti AY , fig. ti, 
AX nel punto A dov’ essi s’ intersecano , e poi si tiri 
la AZ , che divida comunque i’ angolo YAX compre- 
so da quelle tangenti ; una tal retta non potrà inter- 
secare , che il solo arcò esteriore AEB. Dal che chia- 
ramente risulta , che si possa inscrivere in questo 
un perimetro , che non abbia di comune coll’ aTCO 
AeB , che i soli estremi A , B. Ed è facile il vedere» 
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che si possa anche circonscriver sempre all’arco AeB un’al- 
tro perimetro di cui due lati sieno parti delle tangenti 
tirate per gli punti A , B , e che affatto non interse- 
ghi quel primo. Or è chiaro che essendo 1' arco AEB 
maggiore del perimetro in esso inscritto , sia anche 
maggiore dell’ altro perimetro circonscritto all’ arco AeB, 
e quindi di tal arco. 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA. 

. I • ' ‘ 

Jlf. a 4 - 126. Se in una sfera si tirino i tre cerchi mas- 

■ simi A DB , AEB , AFB , i quali abbiano lo stesso 
diametro AB ; gli angoli sferici in A , o in B , eh « 
vengono formati dalle circonferenze di questi cerchi , 
saranno proporzionali agli archi DE , EF dell' altro 
cerchio massimo , che ha per asse La AB , e che sono 
posti tra le circonferenze di que' primi cerchi : cioè , 
sarà l'angolo DAE all' altro EAF , come l'arco DE 
all'arco EF. 

/ * ' ’ , » 

Imperocché si prenda 1’ arco DC=DE , e 1’ altro 
FG=EF , e s’ intendano descritti , per gli punti C , 
G gli altri cerchi massimi ACB , AGB : e chiaro , 
che se il punto C passi in D , il punto D passerà in 
E, e 1’ angolo sferico CAD combacerà coll’altro DAE; 
che perciò essi saranno uguali . E similmente 1’ angolo 
GAF sarà uguale all’altro FAE. Laonde l’angolo 
CAE , e l’arco CE saranno ugualmente multiplici del- 
l’angolo DAE , e dell’ arco DE ; come pure 1’ angolo 
EAG , e l’ arco EG , saranno ugualmente multiplici 
dell’ angplo EAF , e dell’ arco EF. Ma è poi vero 
che l’ angolo CAE uguaglierà , sarà maggiore , o pur 
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minore dell' angolo EAG , secondo che 1’ arco CE sa- 
rà uguale , maggiore, o minore dell' arco EG. Adunque 
dovrà stare l 1 angolo DAE all" angolo EAF , come 1’ 
arco DE all’ arco EF*. C.B.D. -- *d.5.r. 

127. Cor. Gli archi DE , EF essendo proporzio- 
nali agli angoli sferici DAE , EAF , potranno pren- 
dersi per loro misura : che perciò l’angolo sferico DAE 
sarà di tanti gradi e minuti, quanti ne contiene l’arco 
DE. Ma dello stesso numero di gradi e minuti è pure 
1’ angolo DO E al centro del cerchio HEK , il qual 
angolo misura 1’ inclinazione del circolò BEA al circo 1 - 
lo BDA ; quindi : ogni angolo sferico è dello slesso nu- 
mero di gradi e minuti dell' angolo d' inclinazione de' 
piani de' cerchi , le circonferenze de' quali comprendono 
l'angolo sferico. Che perciò potrà sempre prendersi 
questo invece di quello. E siccome se tirinsi a’ cerchi *> 
ADB , AEB le tangenti AL , AM nel punto A , E an - , 
golo LAM è quanto 1’ angolo DOE ; perciò anche V 
angolo LAM compreso dalle tangenti i lati di un an- 
golo sferico DAE nel vertice di esso , si può prendere 
per equivalente dell' angolo sferico. 

128. S col. Essendo di 36o° l’ intera circonferenza 
HEK ; anche di 36o° dovranno essere tutti gli angoli 
sferici , che si verranno a formare in A da quanti 
cerchi massimi si vogliono. E cosi si potrà dimostrare , 
che : gli angoli sferici verticali sono uguali ; che : gli 
angoli sferici conseguenti sono uguali a due retti ; ed 
altre cose , che per brevità si tralasciano di qui rap- 
portare. 
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CAP. II. 

Dem satura , e belle froprietA* - 
be' triangoli sferici. 


PROPOSIZIONE V. 

' : . * • o 

teorema. 

r » * • ' A 

. 1*9* Ogni lato di un triangolo sferico è minora 

di i8o°. , ^ r 

fi[. s5. Imperocché sieno CD , DÀ due lati di un ango- 
„ lo sferico } è egli chiaro , che per terminare un tri- 
angolo sferico , debbano questi esser segati da un 
terzo arco AC , prima che si riuniscano di nuovo 
in B , alla distanza di i8o° dal punto D. Dunque ec. 

PROPOSIZIONE VI. 

„ TEOREMA. 

. • <i .1 . • , » . 

i3o. La somma di due lati di un triangolo sferico 
i sempre maggiore del terso. 

V * • * ■ • * » * . 

fé. *6. Sia ABC un triangolo sferico. Si compia il circo- 
lo ABD , e preso 1’ arco BEs=BC , si tiri la corda EA 
la quale incontri in F il diametro BD , e si uniscano 
le FC , CA. Or se il cerchio BED s’ intenda rivolger- 
si intorno al suo diametro BD , finché il punto E 
coincida coll’ altro C , coinciderà la EF colla FC , e 
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|)ì sari uguale : che perciò , siccome le CF , FA sono 
maggiori di CA , cosi sarà anche la EA maggióre della 
CA ; e quindi 1’ arco EBA , ossia CB-J-BA, dovrà esser 
maggiore dell' arco CA. C.B.D. 


PROPOSIZIONE VII. 


’ •‘i 


TEOREMA. 


» 3 1 . La somma de' tre lati di ari triangolo sferico fis. sÀ 
i sempre minore di 36o°. 


Sia il triangolo sferico ADC , i cui lati DA b DC si 
prolunghino fino ad incontrarsi di nuovo in B: ed es- 
sendo AC minore di AB-f-BC, ed AB-f-BC = 36o° — 
AD — DC ; sarà AC minore di 36»° — AD — DC. 
Laonde aggiuntovi di comune AD-{-DC , sarà AC-j-AD 
->f-DC minore di 36o° C. B. D. 

i32. Cor. Quindi si potrà sempre supporre , che 
un triangolo sferico sia la Base di un angolo solido * 
che ha per vertice il centro della sfera cui si appar- 
tiene un tal triangolo sferico , ed i cui angoli sono 
misurati da’ lati di questo *j > 


» 







■ 
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CAP. II. 


Dellì natura , * selle proprietà’ 
de' triangoli sferici. 


PROPOSIZIONE V. 


T E O R £ M A. 


129. Ogni lato di un triangolo sferico è minore 
di 180°. . , 


fig. » 5 . Imperocché sieno CD , DA due lati di un ango- 
lo sferico ; è egli chiaro , che per terminare un tri- 
angolo sferico , debbano questi esser segati da un 
terzo arco AC , prima che si riuniscano di nuovo 
in B , alla distanza di 180° dal punto D. Dunque ec. 

PROPOSIZIONE VI. 


teorema. 

.» r . • ,. * 

i 3 o. La somma di due lati di un triangolo sferico 
i sempre maggiore del terzo, 

V ^ « * 

/f. »6. Sia ABC un triangolo sferico. Si compia il circo- 
lo ABD , e preso 1 ’ arco BE=BC , si tiri la corda EA 
la quale incontri in F il diametro BD , e si uniscano 
le FC , CA. Or se il cerchio BED s’ intenda rivolger- 
si intorno al suo diametro BD , finché il punto E 
coincida coll’ altro C , coinciderà la EF colla FC , e 
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hi Trigono mkihi A. Si Lib. a. 

|H sari uguale : che perciò , siccome le CF , FA sono 
maggiori di CA , cosi sarà anche Ja EA maggióre della 
CA ; e quindi 1’ arco EBA , ossia CB-+-BA, dovrà esser 
maggiore dell’ arco CA. C.B.D. 

PROPOSIZIONE VII. 

- “'i * - . ' • »• v 

* teorema. 

1 3 1 . La somma de' tre lati di un triangolo sferico fis- sÀ 
ì sempre minore di 36o ó . 

• 1 * • 

Sia il triangolo sferico ADC , i cui lati DA > DC si 
prolunghino fino ad incontrarsi di nuovo in B: ed es- 
sendo AC minore di AB+BC, ed AB-f-BC = 36o° 

AD — DC ; sarà AC minore di 36«° — AD — DC. 
Laonde aggiuntovi di comune AD-j-DC , sarà AC-f-AD 
-^-DC minore di 36o° C. B. D. 

i3a. Cor. Quindi si potrà sempre supporre , che 
Un triangolo sferico sia la Base di un angolo solido * 
che ha per vertice il centro della sfera cui si appar- 
tiene un tal triangolo sferico , ed i cui angoli sono 
misurati da’ lati di questo *» . < 
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PROPOSIZIONE vm. 

. TEOREMA. ' . 

i 33 . Se in un triangolo sferico , preso per polo 
ciascun vertice de' suoi angoli si descrivano tre ar- 
chi di cerchi massimi \ questi incontrandosi formeran- 
no un altro triangolo sferico , i cui lati , e gli an- 
' goti saranno supplementi degli angoli , e de' lati del 
proposto. ■ , f - 

Jf «• a J- Parte I. Imperocché essendosi descritto col polo 

A l’||rco DE, è chiaro che il punto E sarà distante 
per <)o° dall’altro A ; ma col polo B si è descritto 
l’altro arco FE , che perciò lo stesso punto E, è an- 
che a 90° di distanza da B : adunque il punto E sarà * 
polo dell’arco AB. E cosi pure si dimostra * che D sia 
polo di AC , ed F di BC. Ciò posto , si prolunghi 
1 ’ arco AB in G , e l’altro AC in H : e poiché GEzrrpo® 
= DII , sarà GE -f- DH = 180° *= DH -f- HE -f- GH 
3= DE GH- Ma GH è misura dell’ angolo sferico 
* *3^ A*. Dunque DE è supplemento di A. Ed in simil gui- 
sa si dimostrerà essere DF supplemento di C , ed FE 
supplemento di B. 

Parte U. Si prolunghi GA in L , sarà GL mi- 
sura dell’ angolo E. Ma GA = 90° = BL , e perciò 
GA -J- BL , cioè GL + AB = 180°. Dunque l’angolo 
E è supplemento dell’arco AB. Ed in simil manierasi 
dimostrerà esser 1 ’ angolo F supplemento di BC , e 1 ’ 
angolo D supplemento di AC. 

Adunque se in un triangolo sierico ec. C.B.D. 

A* 
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PROPOSIZIONE IX. 
teorema. 

1 3 4 * La somma de' Ire angoli di un triangolo 
sferico, è sempre maggiore di i8o° , e minore di ; 
cioè maggiore di due retti , e minore di sei. 

Parte I. Imperocché se la somma degli angoli di 
un triangolo sferico non è maggiore di i8o°; la somma 
de’ lati del triangolo supplementale sarà 36o° , o anche 
di più. Lo che ripugna*. « i 3 i. 

Parte II. Che se la somma degli angoli di un 
triangolo sferico potesse pareggiar 54o° , cioè 6 retti; 
o almeno un di essi dovrebbe esser maggiore di due 
retti , o ciascuno de’ tre pareggiar due retti. E 1’ una 
cosa , e 1’ altra è impossibile ; poiché in tal caso 
di questa stessa grandezza dovrebbero aneli’ essere gii 
angoli rettilinei , che rispettivamente gli pareggiano. 

A 35 . Cor. i. Da ciò segue che: prolungandosi un 
de' lati di un triangolo sferico , l' angolo esteriore è • 

sempre minore de' due interiori , ed opposti. Poiché 
questi insieme col terzo angolo del triangolo fanno 
più di i8o° ; mentre quello insieme collo stesso terza • 
angolo sono uguali a i8o°. 

i36. Cor. a. Che se un triangolo sferico ha «n 
angolo retto , gli altri due possono essere o anche ** 
retti , o ottusi , o pure acuti ma in quest’ ultimo caso 
ciascun di essi deve esser sempre maggiore di 45 °* 
i3j. Scol. La somma degli angoli di un triango- 
lo sferico potendo variare da i8o° (ino a 54 °° > ne 
segue, che ne’ triangoli sferici non avviene come ne’ 
leuiliaci, che dati due angoli è dato anche il ter- 

* 
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zo : che perciò i tre angoli di un triangolo sferico non 
formano due dati , come ne’ rettilinei ; ma tre distinti. 

PROPOSIZIONE X. 


teorema. 


fit- «a. 

fl. I, 


i38. Due triangoli sferici che hanno i lati uguali 
V un V altro , e che sono nella stessa superficie sferica , 
hanno anche uguali gli angoli compresi da'lati uguali. 


» 8 . 
a. a. 


Cas. ì . Sieno BAC , bac i triangoli sferici pro- 
posti ; e primieramente i lati uguali corrispondansi alla 
stessa parte , cioè BA sia ugnale a ba , CA a ca , e BG 
a bc. Sia inoltre O il centro della sfera alla quale 
essi si appartengono ; e da questo punto s' intendano 
condotti i raggi a’ vertici degli angoli de’ proposti trian- 
goli. È chiaro che si verranuo in tal modo a costi- 
tuire nel punto O due angoli solidi compresi ognu- 
no da tre angoli uguali , 1’ un l’ altro , che per- 
ciò questi si potranno far combaciare ; ed allora ca- 
drà il punto a in A , c in C , b in B : quindi il 
triangolo sferico bac comhacerà coll’ altro BAC; e per- 
ciò gli sarà uguale. 

Cas. a. Che se que’ lati uguali non si corrispondano, 
come si vede nella figura corrispondente , ove il lato BG 
del triangolo BAC è da una parte, e l’uguale bc nell’altro 
triangolo bac è dall’altra , in tal caso è chiaro , come la 
figura stessa rappresenta , che i due triangoli sferici BAC , 
bac sieno propriamente quelli, che sottendono due ana 
goli solidi verticali posti al centro O di una sfera. Or 
«i vede , che il piano BAòa s’ inclina all* altro DCbc 
sotto un angolo , eh 1 é uguale si a quello compreso 
dagli archi BA , BC , ohe dagli altri ba, he. Laonde 
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i due angoli sferici ABC, abc sono tra loro uguali. E simil- 
mente si dimostrerà, che sia l’angolo ACB uguale all altro 
acb , e 1’ angolo BAC uguale a bac . Dunque ec. C.B.D. 

i3g. Cor. Da questa proposizione se ne deriva 
1' altra , che ; Se due triangoli sferici , che sono nella 
stessa superficie sferica , hanno gli angoli uguali , 
l'un l' altro ; avranno anche uguali, l' uno all' al- 
tro , i lati che sottendono questi angoli. Poiché aven- 
do i triangoli proposti uguali rispettivamente ‘gli an- 
goli ; i loro supplementali avranno uguali rispettiva- 
mente i lati : quindi dovranno essere equiangoli $ 
e perciò i loro supplementali , cioè i proposti saranno 
equilateri tra loro. E ciò costituisce una differenza es- 
senziale de’ triangoli sferici da’ rettilinei. 

PROPOSIZIONE XI. 


TEOREMA. 


i 4 °- Due triangoli sferici , che sono sulla me- fe- 
desima sfera , se hanno due lati uguali a due la- 
ti , l' un l'altro , e l' angplo compreso uguale ali' angolo 
compreso 5 avranno la base uguale alla base. 


Cas. 1 . Sicno ABC , abc i triangoli sferici propo- 
sti , e sicno essi primieramente tali , che i lati uguali 
si corrispondano , in modo che sja B A ^ ba , BC =r he , 
e l’angolo B = b. Si congiungano le OA , OB , OC , 
Oa , Oh, Oc. E poiché l’angolo sferico ABC è ugua- 
le all’altro abc , i piani t)BC-, 06c si dovranno si- 
milmente inclinare agli altri AOB , aOb : ‘che perciò 
se l’ un angolo solido si ponga deutro l' altro , essi 
dovranno combaciare : ed i punti A , C cadrauuo ne- 
gli altri a , c : adunque 1’ aj"co AC coinciderà Coll’ al- 
tro oc , e gli sarà uguale. 


* 
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fis. 28. Cus. a. Che se quei triangoli non sieno similmente 


n. a. 


disposti, come gli dinota la figura corrispondente, allora 
congiunto anche il centro 0 della sfera, cui essi si appar- 
tengono, co’ punti A,B,C,«,ò,c,é chiaro che essen- 
do gli archi BA , BC uguali agli altri ab , he , sien pure 
' gli angoli AOB , BOC uguali agli altri aOb , òOc ; ma 
, - di più i piani AOB , aOb sono similmente inulinati agli 
altri COB , cOp ; poiché gli angoli ABC , abe si 
spuo Supposti uguali. Adunque è facile il vedere, 
. che se pongasi il raggio BO in diretto coll’ altro O b , 
debba il raggio AO essere in diretto edu O a , e CO 
con Oc : che perciò gli angoli AOC , cOa saranno uguali y 
e quindi anche gli archi AC , ac. C.B.D. 

PROPOSIZIONE xn. 

t ( i- • I " * . t 

. TEOREMA. 


* . iS, 


fa - 28. 

B. 2. 


i4 1 . Se due triangoli sferici di una stessa sfé - 
fa , hanno un lato uguale ad un lato , e gli ango- 
li adiacenti a questi lati sono anche uguali ; saran- 
no purè uguali i rimanenti lati , V un V altro , quelli y 
cioè , che sono opposti agli angoli uguali. 

’&aì. 1 . Primieramente 1 proposti triangoli sfe- 
rici BAC , bue, sieno disposti in modo , che si corri- 
spondane gli angoli uguali, talché essendo BA uguale a 
ba , sia l’angplo BAC = bac, e l’angolo ABC = abe ; 
è manifesto , eh’ essi si potranno far combaciare ; e 
perciò sarà .vero ciò che si é qui sopra enunciato. 

C\is. a. Che se gli angoli uguali non si corrispon- 
dano ; allora 6 chiaio , che congiunti i vertici degli 
angoli di ciascuno de’ triangoli col centro O della sfe- 
ra j se suppongasi che gii angoli uguali AOB * bOa 
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sieno verticali ; debbano , per 1’ uguaglianza degli an- 
goli sferici CBA , cba , i piani BOC , bOc esser si- 
milmente inclinali allo stesso piano A Bba : che perciò ' 
questi ne costituiranno un solo ; ed un solo piano costi- 
tuiranno , per la stessa ragione , i due altri piani CO A , 
aOc. Adunque le CO, Oc rappresenteranno una sola 
linea retta ; e quindi saranno uguali sì gli archi BC , bc 
che gli altri CA , ca. C.B.D. ) 

PROPOSIZIONE XIII. .' . - 

• teorema. .’*;*■ c 

i4*. Gli angoli alla base di un triangolo sferico 
isoscele sono uguali tra loro. 

Ed un triangolo sferico , che ha due angoli u- 
guali , ha pure uguali i lati che oppongonsi ad essi. 

Parte j. Si divida per metà in D la base BC del/»f- a 9* 
triangolo sferico ABC , e per questo punto , e per 
1’ altro A si faccia passare 1’ arco AD di cerchio mas- 
simo ; è chiaro che i due triangoli sferici ABD , ACD, ‘ 
avendo i lati uguali , 1’ un 1’ altro , debbano avere an- 
che uguali gli angoli in B , C , i quali sottendono gli 
Uguali lati AC , AB. 

Parte ri. Il triangolo sferico BAC , avendo ugua- fig. 3 7- 
li gli angoli in B , C ; il suo swpplenientale DFE do- ■” ; 
vrà avere uguali i lati EF , FD. Laonde anche gli an- 
goli in D , E saranno uguali ; e per conseguenza uguali 
saranno pure i loro supplementi , cioè i lati AC , AB 
del triangolo sferico proposto. 

i43. Cor. Quindi : un triangolo sferico , eh.' è equila- 
tero , dev' essere anch' equiangolo ; ed al contrario; un 
triangolo sferico equiangolo sarà equilatero. 


1 ^ t> ' ^ 38 feLÈMEHVf 

i44- Cor. a. Di biù , dalla dimostrazione della Par- 
te prima si rileva , che 1’ angolo ADB pareggi 1’ altro 
ADC ; cioè che : in un triangolo sferico isoscele , Z’ ar- 
co di cerchio massimo , che passa per lo vertice del 
triangolo , e per lo punto medio della sua base , è per- 
pendicolare a questa. 

PRO P 0 S i ZIO .NE XIV, 

• . f • y 

' • • 1 R E M A. f -\ 

. I * * 

‘ * i ./*- 

i45. In ogni triangolo sferico , il; maggior angolo 
è sotteso dal maggior lato , e ZZ minore dal minore. 

Il maggipr lato poi è sotteso dall' angolo maggiori 
ed il minore dal minore. >. - 

' li | • 

j . • # * . ■ . r . 

/g*a5. Paste I. Sia ADC un triangolo sferico v in cui 1’ 
angolo C è maggiore dell’ altro A j e per Olezzo dell* 
arco Cd si supponga fatto l’angolo AC<Z uguale a quel- 
lo in A , sarà 1’ arco Ad— Cd ; e quindi 1’ arco AD , 
eh’ è quanto A(Z-|-iZD, sarà uguale aCd-J-<ZD. Ma Cd 

* i3o. -pdD è maggiore di CD*: dunque anche AD sarà mag- 

giore di CD. 

Parte II. Che se nel triangolo sferico ADC , il 
lato AD suppongasi maggiore deli’ altro CD ; 1’ angolo 

* C dovrà esser maggiore dell’ altro A- Poiché nel caso 

* i4a. che gli si supponesse uguale, sarebbe l’arco AD=DC‘ ; 

e supponendosi 1" angolo C maggiore dell’ altro A , ne 


risulterebbe 1’ arco CD maggiore di AD. E 1’ una , e 
l’altra cosa ripugna alla supposizione fatta. 

Adunque in ogni triangolo sferico ec. C.B.D. 
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D I 

TRIGONOMETRIA. 


LIBROIV. 

FRINC1PJ DI TRIGONOMETRIA SFERICA. 


CAP. I. 

PRINCIPI GENERILI PER LA RISOLUZIONE 
DE’ TRIANGOLI SFERICI. 

146. Per brevità dinoteremo con A, B, C gli 
angoli di un triangolo sferico , indicando queste lettere', 
quelle cbe sono al vertice di essi , e con a, b, c espri- 
meremo que’ lati di un tal triangolo , cbe sono rispet- 
tivamente opposti a quelli angoli. 

147. Def. 1. La Trigonometria Sferica dà le re- 
gole per risolvere su i triangoli sferici quello stes- 
so Problema , che la T rigonometria Piana risolve su i 
triangoli rettilinei , cioè : Date tre di quelle che diconsì 
parti del triangolo sferico , non esclusi i ire angoli , de- 
terminare le tre parti che rimangono. 

i 48 - Scol. Essendo sei le parti di un triangolo 
sferico , trigonometricamente considerato , delle quali 
in ogni quistione ne debbono esser date tre , non e- 


* 
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schisi i tre angoli ; ne segue , che le combinazioni delle 
parti date a tre per volta , dovrebbero esser venti. Me 
siccome in tali combinazioni alcune contengono la stes- 
sa specie di parti essendovcne sei nelle quali sono 
sempre dati due angoli , ed un lato opposto ad uno 
di essi ; sei altre in cui sono dati due lati , ed un 
angolo ad un di essi opposto ; e cosi pure tre in cui 
sono dati due angoli, ed un lato adjacente ; e tre al- 
tre in cui sono dati due lati , e 1 ' angolo compreso ; 
perciò le venti combinazioni suddette vengono ad esser 
comprese ne’ sei casi seguenti , ne’ quali resterà per 
conseguenza distinto il Problema generale sopra enun- 
ciato . 

1°. Se sten dati i Ire lati. 

11°. O i tre angoli. 

IIP. Se sien dati due lati, e l'angolo da essi com- 
preso. 

IV°. O pure due angoli , ed il lato che gli è ad- 
jacente. 

V°. Se sien dati due lati , ed un angolo ad un di 
• essi opposto. 

VP. O pure due angoli , ed un lato opposto ad un 
di essi. 

Or tutte le regole per la risoluzione di questi 
casi possono dedursi da’ tre seguenti 1 eoremi. 

PROPOSIZIONE l. 

• \ 

teorema. 

- i4g. In ogni triangolo sferico i seni de' lati sono 
tóme i seni degli angoli ad essi opposti. 

fis- 3o. Sia CBA un triangolo sferico, ed i suoi lati CE , 
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CA , AB sieno archi di cerchi massimi di una sfera , 
il cui centro sia S , e si uuiscano le CS , BS , AS. 

Ciò posto dal vertice di un qualsivoglia angolo C si 
tiri sul piano ad esso opposto ASB la perpendico- 
lare CD ; e poi da 1 ) su i lati SA , SB si calino le 
perpendicolari DE , DF , e si uniscano le CE , CF. 

E poiché il piano DEC è perpendicolare all’ altro SAB* * «8.VI. 
ed SE , che esiste in questo piano è perpendicolare alla 
loro comune sezione DE ; sarà perciò essa anche nor- 
male al piano CED * 5 e quindi alla retta CE che *d!.4.XI, 
giace in esso. Che perciò essendo le CE , ED per- 
pendicolari , nello stesso punto E , alla comune sezio- 
ne SA de’ piani SAC., SAB in cui esse rispettivamen- 
te esistono ; 1 ’ angolo CED dinoterà l’ inclinazione di 
tali piani* . E similmente si dimostra -, che l’ angolo CFD 'ef.G.XI* 
sia quello d’ inclinazione del piano CSB all’ altro SBA. 
Laonde gli angoli CED , CFD , che rappresentano le 
inclinazioni di piani CSA , CSB , in cui esistono gli 
archi CA , CB, al piano ASB in cui è P arco AB , si 
potranno prendere per gli angoli in A , e B del trian- 
lo sferico CAB*. • 1*7, 

Or poiché nel triangolo rettilineo CED rettangolo 
in D sta 


CE : CD :: R t sen. CED* 
e similmente nell’ altro triangolo rettangolo DCF , sta 
CD : CF sen. CFD : R 
Sarà , per eqiialità perturbata , 

CE : CF :: sen. CFD : sen. CÈD. 

Ma CE , e CF sono rispettivamente i seni degli archi 
CA , CB , cioè b , a ; e gli angoli CFD , CED sono 
’ lo stesso che gli angoli in B ed in A del triango- 
lo sferico CAB. Adunque sarà 

seti, b : sen. a :: sen. B : sen. A 
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E similmente si dimostrerà , che sia « 

sen.a : sen. c :: sen. A r sen. C. 

Dalle quali due proporzioni si ricaverà finalmente, 
J>er equalità ordinata , la terza.. 

sen. b : sen. c :: sen. B : sen. C 

Laonde i seni de' lati di un triangolo sferico ec* 
C. B. D. 

i5o. Scol. Dalle tre precedenti proporzioni si ri- 
cavano le seguenti equazioni , cioè •*. - 
sen. b sen. A ss sen.a sen. B 
sen. a sen. C = sen. c sen. A 
sen. b sen. C = sen. c sen. B 
Per mezzo delle quali si risolvono facilmente i ca- 
si enunciati ne* precedenti numeri V. , e VI. , coma 
si vedrà qui appresso. 


PROPOSIZIONE n. 

TEOREMA. 


>&i. Il coseno dì un lato di un triangolo sferico , 
d uguale al prodotto de' coseni degli altri due lati , ag- 
giuntovi il prodotto de' seni di questi nel coseno deir an- 
golo da essi compreso . 

3a. Si supponga fatto l’apparecchio stesso del prece- 
dente Teorema , e poi dal punto E si tiri la EG 
perpendicolare alla SB , e per D si tiri alla stessa SB 
la parallela DH. Ed essendo gli angoli GES , GSE 
uguali ad un retto , essi pareggeranno l’ angolo SED , 
eh’ è retto : laonde togliendone di comune l' ango- 
lo GES , resterà l’ angolo GSE , o BSA uguale ad 
«ED. 
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'Or nel triangolo EHD rettangolo io H, dev’ es- 
sere HD— DE sen.DEH=DE sen.BSA=DE sen.c; ed 
è poi DE=EC sen.ECD=EC cos.DEC=sen.ò cos. A. 
Laonde sarà HD = GF = sen. b sen. c cos. A. Ma 
SG=SE cos. ESG=SE cos. c ; ed SE=SC cos.ÉSC 
c= i X cos. b, , ( prendendo il raggio SO della sfera 
ABDC per raggio trigonometrico , e quindi = i ). A- 
dunque sarà SG = cos. b cos. c. Per lo che essendo 
SF = SG -f- GF, sarà , sostituendo cos. g. ad SF , e 
per SG, e GF o DII i loro rispettivi valori trigono- 
metrici quassù ritrovati , 

cos.a = cos.ò cos .c sen .b sen .c cos. A 

E poiché tal dimostrazione regge ugualmente per 
cos. a , che per cos. b , e per cos. c ; perciò , trasmu- 
tando nell’ equazion precedente Va in b , ò in c : ed 

al contrario , l’ A in B , o in C , se ne otterranno 1» 
altre due 

còs .b et cos. a cós.c -f- sen. a sen.c cos.B 
cos.c = cos .b cos .a -\-sea.b sen. a cos.C 
In generale il coseno di un lato è uguale ec. C.B.D. 

i5a. Cor. ì. Se nella prima equazione di questo ' 
Teorema si sostituisca il valore di cos.c preso dalla 

. j. „ sen.a sen.C 

terza di esse, e r altro di sen.c = — che 

sen.A 

si ricava dalla seconda equazione dello Scolio prece- 
dente , ne risulterà 

cos.a=cos.ò ( cos. èco i. a -f sen. à sen. a cos. C ) 

i l . . cos . A 

-f- sen. o sen.a sen.C X 

sen. A - " • - 

dal quale prendendo il valore di — — ^ , cioè di cot.A 

sen. A 

sarà 

. . èos.a(i— cos.ò*)— -sen.b sen.«cos.òcos:C, 

COtJl = i i — - 

sen.a sen.a sen.C 
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E ponendo in tal’ espressione sen ,b % per 1 *" cos-b* , 

. cos.a „ ros.C . <’ n 

cot.a per , e cot.C per — 77 5 si avra 

r sen. a sen.C 


cot.A =2 cot.a 


sen. b 
sen.G 


coi.b cot.C 


E se in vece di eliminar dalla prima equazione cos.c, 
e scri.c , si fosse eliminato cos.è , e sen . b ; si sarebbe 
trovato ugualmente 

a . , 

• sen.c „ 

cot.A= cot.a „ — cos e cot.B. 

sen.D A 

i 53 . Cor. 2. Eliminando similmente nella seconda 
equazione del Teorema cos.c, e sen.c, o pur cos.a , 
t sen.a , si otterrebbero i due valori di cot.B analo- 
ghi a’ poc’ anzi rinvenuti per cot.A. e nel modo stesso 
coll’, eliminazione di cos.a , e sen.a , o pur di cos.è. , 
e s ea.b nella terza di esse, si otterrebbero due espres- 
sioni corrispondenti a cot.C , cioè si avranno le se- 
guenti quattro forinole 

• . , _ . sen. a 

cot.B = cot.i 7? cos.a cot.C 

sen.C 

sen. c 

cot.B = col. è 7 cos.c cot.A 

sen. A 

*■ j "* ■ •* * * ' » 

„ sen.a 

cot.C — cot.c 77 — cos.a cot.B 

sen.B . , 

sen . b . 

cot.C ~ cot.c — cos.o col. A f 

sen- A , 

Ma tali forinole di cot.B , e cot.C , come di leggieri 
si comprede , e dune lo ìhóstrà anche la semplice in- 
spezione di esse , si possono facilmente ottenere per- 
mutando nelle due già avtftè per cot.A , l’A in B , o in fi 
e 1 ’ a in b , o in c. E noi in appresso tutte le volte , che 
ottenutasi una foratola per un caso , si cercassero le •* 
altre pe’ casi analoghi , ci limiteremo ad indicare il 
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Semplice cambiamento di lettere , che dovrà farsi in 
quella , per ottener queste. „ 

i54. Scol. Siccome dato il seno di un arco è an- 
che dato il suo coseno ; cosi ciascuna delle tre equa- 
zioni del presente Teorema , la quale esprime il rap- 
porto , che v’ è tra un lato di un triangolo sferico co- 
gli altri due, e coll’angolo che essi comprendono, 
non contiene che solamente quattro grandezze indeter- 
minate ; e perciò è chiaro , che date tre di queste si 
potrà determinar la quarta. Così se sien dati nella 
prima equazione sen. b , sen.c , e cos. A , vale a dire 
due lati , e 1’ angolo compreso ; si potrà determinare 
il terzo lato. E se fossato dati i tre lati , e quindi 
cos. a , cos .b , cos .c , seu.b , sen.c, si potrebbero de- ( 
terminar gli angoli. Qui appresso faremo vedere , come 
per mezzo delle equazioni suddette, e di quelle de’ 
Coroll. si possano risolvere completameule tutti i casi 
contenuti ne’ num. I. e III. del §. i48. 

' ' V 

PROPOSIZIONE IH. 

\ • ■>' 

TEOREMA. 

1 5 5 . Il coseno di un angolo è uguale al pro- 
dotto del coseno del lato opposto , ne' seni degli al- 
tri dite angoli , toltone il prodotto de' coseni di questi. 

Dinotino A', B / , C' gli angoli del triangolo sup- 
plementale del proposto , ed a! , b' , c' , i lati di es- 
so sarà 

cos.a / =: cos .b' cos.c / -j- sen.^ seme' cos.A / *. * •Si- 

Ma cos.a'r^: — cos. A* ; cos.ò / ~ — cos.B ; * so. 

cos.c'^r — cos.C , sen.ò':= sen.B’j sen.c / =sen.C ; * u. 

PQS.A':=-— cos.a. ( 
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Adunque fatte queste sostituzioni, e poi multipli- 
cando per — 1 il risultamento , si avrà 

cos. A = cos.a sen.B sen.C— cos.B cos.C 
E cambiando in quest’ equazione una volta l'A in 
B , e l’ a in b , ed al contrario ; ed un altra volta 
1* A in C , e 1’ a in c , ed al contrario ; se ne otter- 
ranno le altre due analoghe per cos.B, e cos.C $ cioè 
cos.B = cos.b sen.A sen.C — cos.A cos.C 
cos.C = cos.c sen.B sen.A — cos.B cos.A 
i56. Cor. Se si facciano sull’ equazione 

cos. A = cos.a. sen.B. sen.C — cos.B cos.C 

le stesse operazioni , che si sodo fatte nel Coroll. i. 
del Teorema precedente si otterranno per cot.ale due 
seguenti espressioni , cioè 
sen.B 

cot. a = cot.A -{- cot.c cos.B 


seu. c 


seu.C * 

. cot.a = cot.A 4- cot. A cos.C 

sen. b ' 

Nelle quali praticandovi lo stesso cambiamento di 
lettere poc’ anzi indicato , se ne otterranno due altre 
analoghe per cot. è , e due altre per cot.c , che sono 
le seguenti , cioè 

. , . r> sen.A 

cot.c zz: cot.B — -f. cot.c cos.A 


cot.è zzz cot.B 


cot.c =s cot.C 


cot.c ss cot.C 



sen 


i questi valor! di cot.a , cot. è , cot.c , si sarebbero 
nche potuto ottenere , risolvendo , per rapporto a tali 
piantili , l’ equazioni che si sono ottenute ne' numeri 
i5a , e i53 , esprimenti i valori di cot. A , cot.B, cot.C» 
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157. Scol. Da ciascuna delle tre equazioni rinve- 
nute nel presente Teorema si rileva , che dandosi in 
un triangolo sferico due angoli , e ’l lato che gli è ad- 
iacente , si può determinare l’ angolo opposto a que- 
sto. Cosi per esempio , nella prima di esse , dandosi 
sen.B, sen.C , e quindi cos.B , cos.C, e di più cos .a, 
si farà noto cos. A. E dandosi i tre angoli , si potrà 
per mezzo di esse determinare ciascuno de' lati. Va- 
le a dire che da questo terzo Teorema restano risolu- 
ti gli altri casi compresi ne’num. II. e IV. del §. 148. 





i3 
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ELEMENTI 

CAP. IL 


RIDUZIONE DELLE FORMOLE PRECEDENTI , NEL CASO CHÉ 
IL TRIANGOLO SFERICO ABBIA UN ANGOLO RETTO. 



i 58 . Le formole semplicissime , che si sono ne’ 
precedenti numeri rinvenuté , e per mezzo delle quali 
con facillà risolvonsi i triangoli sferici , come qui ap- 
presso faremo vedere , restano agevolmente modifica- 
te nel caso , che il triangolo sferico abbia un augo» 
lo retto. 

Jlg. Si. Per ottener queste riduzioni si supponga , che il 
triangolo sferico ABC abbia retto 1 ’ angolo in A ; e 
quindi che ne sia il lato a Y ipotenusa : egli è chia- ‘ 
ro che dovrà in questo caso esser sen. A = 1 , e 
cos.A = o. 

i 5 y. Ciò posto sostituendo 1 per sen. A , nelle, 
prime due analogie recate in fine del n.° i4y , esse 
ai ridurranno a queste altre 

seti. a ; seii.ò :: i : sen.B 
sen.a : scn.c :: 1 : sen.C 

Dalle' quali si rileva , che : In ogni triangolo sfe- 
rico rettangolo , il seno dell' ipotenusa sta al seno de 
un lato , come il raggio al seno dell angolo opposto ad 
un tal lato. 

160. Inoltre ponendo o per cos.A nella prima e- 
quazione del n.° i 5 i , questa si ridurrà a 
cos.a = cos.ò cos.c 
e quindi si rileverà essere 

a ; cos .h :: cos,c : cos.n 
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cioè : Il raggio sta al coseno di un lato , come il 
coseno dell' altro lato al coseno dell' ipotenusa. 

161. Or le due forinole esprimenti cos.B , e 
cos.C rinvenute nel numero i 55 . riduconsi nel presen- 
te caso a 

cos.B == cos .b sen.C 
cos.C = cos.c sen.B 

e queste due equazioni danno le seguenti analo- 


gie 


cioè 


1 : cos. 2 » :: sen.C : cos.B 
1 : cos.c sen.B : cos.C 

ciascuna delle quali indica , che: Il raggio sta al co- 
seno di un lato , come il seno dell' angolo adjacento 
al coseno dell' angolo opposto. 

162. Ponendo cos. A o nella prima equazion* 
del n.° 1 55 , essa diverrà 

cos.a sen.B sen C — cos.B costC — o 
che risoluta per rapporto a cos. a , dà 

cos.B cOs.C 

cos. a = X 7T 

sen.B * sen.L. 

e quindi cos. a X tang.B = cot.C 

o pure cos.a X tang.C = cot.B 

le quali due equazioni si ottengono dividendo la pre- 
cedente , una volta J»er lo primo fattore del secóndo 
membro di essa , ed un’ altra volta per lo secondo ; 
e poi praticando le ovvie riduzioni. Finalmente da 
tali equazioni se ne ricaveranno le seguenti due a- 
nalogie 

1 : cos.a :: tang.B : cot.C 
1 : cos.a :: tang.C : cot.B 

ciascuna delle quali dà luogo al seguente Teorema : Il 
ràggio sta al coseno dell' ipotenusa , come la tangente 
di un angolo alla cotangente dell' altro. 
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i 63 . Siccome essendo 1 ' angolo A dì 90*, il suo 
complemento i zero , cosi cot-À =5 o ; il qual vaierò 
sostituito nelle due espressioni di cot.a recate nel n.* 
i 56 , darà * 

cot a — cot.c cos.B 
cot.a = cot. A cos.C 


dalle quali due equazioni si ricaveranno le seguenti 
analogie 

1 : cos.B :: cot.c : cot.a, cioè :: tang.a : tang.c 
li : cos.C :: cot. è : cot.a, cioè :: tang.a: tang.fr 
Le quali c' indicano , che : II raggio sta al coseno di 
un angolo, come la tangente dell ipotenusa a quella del 
lato adiacente ad un tal angolo. 

164.' Finalmente ponendo sen.A = 1 , e cos.A = o 
in que’ valori di cot.fr , e cot.c del numero i 56 , 
ne' quali si contengono le suddette linee trigonome- 
triche dell’ angolo A , essi si ridurranno a’ seguen- 
ti , cioè 


cot.fr = 


cot.B 


sen.c 


cot.c 


cdt.C 

sen.fr 


• quindi sarà 

1 : sen.c :: cot.fr : cot.B, o sia :: tang.B : tang.fr 
1 : sen.fr :: cot.c . cot.C, o sia :: tang.C : tang.c 
dalle quali due analogie si ha poi permutando 
1 : tang.B :: sen.c : tang.fr 
; 1 : tang.C :: sen.fr : tang.c 

cioè : Il raggio sta alla tangente di un angolo , come 
il seno del lato adjacente ad esso alla tangente del lato 
che gli i opposto. 

i 65 . Cor. 1. Essendosi dimostrato nella prima 
analogia del precedente numero , che stia 1 : tang.B :: 
stn.c : tang.fr 1 siccome saa.c è sempre dello stesso se- 
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gno del primo termine di questa proporzione , il qual 
rappresenta il seno massimo, così dovrà pure tang.B 
essere del segno stesso di tang.ò. E similmente rile- 
vandosi dalla feconda di esse , che tang.C debba sem- 
pre essere del segno stesso di tang.c , se ne potrà con- 
chiudere , che : Ne' triangoli sferici rettangoli , ciascun 
lato è della stessa specie dell' angolo , che gli è oppo- 
sto ; cioè che il numero de' gradi per ciascun di essi è 

0 minore di 90°, o pur maggiore. 

166. Cor. 2. Inoltre nella stess' analogìa , essendo 

1 ^sen.c, dovrà essere anche, tang.B >tang.ò. Quindi se 
mai i segni di queste tangenti sieno positivi , cioè , che B , 
e b sieno archi ciascuno minore di 90° , sarà B > b ; 
se poi saranno negativi , e perciò B , e b ciascuno 
maggiore di go% sarà B < b. E verificandosi lo stesso 
per gli archi C , c ; sarà vero , che : Ne' triangoli sfe- 
rici rettangoli , ogni angolo obbliquo non può mai es- 
ser minor se acuto , maggiore se ottuso , del lato che 
gli è opposto. 

167. Scol. Le forinole di riduzione de’ numeri 
i 5 g, 160, 161, 162, i 63 , 164, che abbiamo espres- 
se anche in forma enunciativa , per renderle più rite- 
nevoli , ed anche per mostrare la loro corrispondenza 
co’ Teoremi di Trigonometria Sferica , che nelle ordi- 
narie istituzioni di questa scienza si propongono, sono 
sufficienti , come tra poco si vedrà , alla completa , e 
facile risoluzione de’ triangoli sferici rettangoli. 


4. 
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CAP. III. 

. . ■»**.• . •* * ' • ■ ’** 

Applicazione de’ principi stabiliti nel precedente ca- 
pitolo all’effettiva risoluzione de’triangoli sferici. 

, v 


168. Le parti di un triangolo sferico possono in 
modo combinarsi tre a tre., come si è veduto nel nu- 
mero i4$ , che ne risultino sei casi assolutamente di- 
versi , alla risoluzione de’ quali sono sufficienti que’ 
principi che dal §. 1 49- in poi abbiamo stabiliti, co- 
me passeremo a mostrare ne’ seguenti §§. Intanto 
per serbare , per quanto si può , l’ uniformità di 
questo Trattato cou quello di Trigonometria Rettili- 
nea , ed anche per proceder gradatamente , iucorain- 
ceremo dalla 

< ■ 

Risoluzione de’ triangoli sferici rettangoli. 

. r 

>4. 169. 'Se un triangolo sferico EAF avesse retti i 

due angoli sferici in E , F ; dovrebbero i piani de’ 'cer- 
chi ADB , AFB esser perpendicolari e quello del 
cerchio HEFK , al quale sarebbe per conseguenza anche 
perpendicolare la comune sezione BA di que’ primi 
cerchi. Laonde il punto A essendo il polo del cerchio 
HEFK , gli archi AE , AF , che sono que’ lati del 
triangolo sferico proposto , i quali sottendono i suoi 
due angoli retti , dovranno esser ciascuno di 90 0 : ed 
al contrario si vede chiaramente , che se i lati A E , 
AF del triangolo sferico EAF fossero ciascuno di 90°, 
_ gli angoli in E , F di tal triangolo , opposti a qua’ I4- 


t 
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ti , dovrebbero esser relti. Adunque in un triangolo 
sferico, che ha due angoli retti, il valore de' lati op- 
posti a questi si ha per la natura stessa di tal triangolo. 
Ma poiché di queste quattro cose date , due si han- 
no per immediata conseguenza dalle altre due ; perciò 
non sono in realtà che due soli dati , e quindi non 
si potfà da esse risolvere un tal triangolo , cioè de- 
terminare il rimanente angolo, ed il lato che gli 
è opposto ; tanto più , che come facilmente s’ inten- 
de , questi dati possono appartenersi non solamen- 
te al triangolo EAF , ma ad ogni altro DAF, CAF , 
ec. , ne’ quali il rimanente angolo , ed il lato oppo- 
sto si variano continuamente. Quello che solamen- 
te si sa , è , che il terzo lato , ed il terzo angolo 
Sono uguali tra loro , sicché dato 1’ uno si ha an- 
che l’ altro : ehe perciò se il terzo angolo EAF si 
fosse supposto anche retto, il lato EF sarebbe pu- 
re di go°. Vale a dire , che un triangolo sferico , 
che ha tre angoli retti ha tutti i tre lati di 90 0 , c 
quindi resta da se stesso risoluto. Adunque non ci 
resta a considerare pel nostro oggetto , che solamen- 
te quei triangoli sferici rettangoli , che hanno un 
solo angolo retto ; il che eseguiremo nel seguente 
Problema. -, ■ ■ ... 
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PROPOSIZIONE IV. 


YKOSI.EMA. 


170. In un triangolo sferico rettangolo , date 
due delle sue parli , oltre l' angolo retto ; determina - 
re le rimanenti . 

C A S O X. 


Jlg. S 1. Sien dati i cateti CA , AB [ b t e ], e si cerchino 
l’ ipotenusa , e gli altri due angoli ^ 

x L’ ipotenusa BC [ a ] resterà determinata per 
mezzo dell’ equazione 

• 160. cos.fl = cos.òcos.c* 


• »•. 


dalla quale si farà noto cos.a , e l’ arco a apparirà 
dalle Tavole. Se però cos.a risulti negativo, un tal ar- 
co sarà il supplemento di quello , che nelle Tavole sì 
sarà rinvenuto*. 

a.° L’ angolo B , e 1 ’ altro C si avranno poi me- 
diante le due seguenti equazioni analoghe , 1’ un l'al- 
tra , ricavate dalle due analoghe , anche tra loro , del 
n.° it>4. « 


tang-B = 


tang.ò 

sen.c 


tang.C 


tang.c 

sen.ò 


Caso n. 

Che se diasi un cateto AC [a] , e l’ipotenusa BC [à]; 
e si cerchi l’altro cateto AB , e ciascun degli angoli B , 
C alla base. 
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i « n cateto AB [ c ] resi a determinato dall’ e- ’> 
«funzione 


cos.c = 


cos.a 

cosA 


a.® L’ angolo obbliquo C adjacente al lato dal» 
resta determinato dall’ equazione 
n tang A 

tang. a ' 

3.® E l’altro angolo acuto B, che gli è opposto, 
si otterrà per mezzo dell' equazione 
n senA 

sen.ii = * 

sen.rt . . i • • 

. • / 

La specie di un tal angolo non sarà dubbia ,• sebr 
bene espressa dal seno poiché è, la stessa di quella 
del lato AC , che gli è opposto*. 

C A S O MI. 


160, 


i «. 


r5g. 


166. 


E dandosi l' ipotenusa BC [ a ] , ed un degli an- 
goli obbliqui B. 

1. ° Il lato AC [ b ] opposto a quest'angolo si ot- 
terrà per mezzo dell’ equazione 

senA = sen.a scniB*' 

Nè la specie di un tal lato sarà dubbia. 

2 . ® L’ altro lato AB [ e ] adjacente all’ angolo B 
resta determinato dall’ equazione 

tang.c ~ cos.B tang. a * 1 

3. ® Finalmente il rimanente angolo C vfen deter- 
minato dall’ equazione 

cot.C = cos.a lang.B * ’ • 


i5j. 


i63. 


iS%. 
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• 164. 

•i6r. 


• i5g. 

• 164. 

• i5i. 
Aff- *»• 


Che se dias' Un lato AC [ b ] , e 1’ angolo C eh* 
gli è adiacente. 

i.° Si avrà l’ ipotenusa BC [a] per mezzo dell’ 
equazione 

tang.a = 

cos. L 

a.* L’ altro cateto AB [ c ] si avrà dall’ equa- 
zione 

tang.c = tang.C sen.i * 

3.° Finalmente per avere il rimanente angolo B 
si dovrà far uso dell’ equazione 

* cos.B ss sen.C cos.b * 

Caso ▼. 


Se poi diansi il lato AC [ b ] , e 1* angolo B che 
gli è opposto. 1 

1 .° L’ ipotenusa BC [ a ] si avrà col fare 1 
seri, b 


sen.a ■ u > ♦ 

sen.b 


a.® L’ altro cateto AB [ c } si avrà per mezzo 
dell’ equazione 

tang. b _ . . 

sen.c ss — * 

tang.fi 

3.° Ed il rimanente angolo C si otterrà dall’ e- 
quazione 

o cos.B , 

seu.C ss — . — * - 

cos. b •; 

Questo caso é dubbio ; poiché è chiaro , che pro- 
lungandosi i lati BC, BA del proposto triangolo sfe- 
rico , finché *’ incontrino in Dj 1’ angolo B sarà ugua- 
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le all’altro D ¥ che perciò gli' stessi dati si appar- » 1 * 7 , 
terranno si al triangolo sferico BAC , che all’ altro 
DAC. Laonde non sì potrà mai venire in cognizione 
se l’ ipotenusa del triangolo che si risolve , sia 1 ’ arco 
BC minore di un quadrante , o par 1’ altro DC che 
n’é il supplemento: e similmente non potrà determi- 
narsi , se 1’ altro lato , e 1’ angolo ignoti sieno BA, 
è BDA , o pure i loro supplementi rispettici DA , e 
DCA , a meno che le circostanze della quistione non 
tolgano quest’ incertezza. 

C : s d vi. 


Finalmente se sien dati gli albi due ango- 
li B , C. 

i.° V ipotenusa BC [a]; si avrà dall’equazione 
cot.C 

cos .a s = b * 

tang.B 

a.° Un de’ cateti AB [ c ] si rinverrà facendo 
, • cos.C 

COS.C — B 

sen.B 

• l'altro AC [ ò ] eoa farsi similmente ' > 

' < ’ - cos.B ‘ . 

. cos.ò = — 

1 . . sen.C* • • . 

Ed ecco risoluti tutti i casi de’ triangoli sferici rettan- 
goli. C.B.F. 



Digitized by Google 



4 * 108 


nimiTi 


• , 1 

RlSOLUZIOSE BE’tRIÀN« 0U SPERICI OBBtlQrl&GOLi. 

s \ ••• ’ » 

PROPOSIZIONE V. 

. PROBLEMA. 

171 . In un triangolo sferico obbliquangolo , date, 
tre delle sue parli ; determinare le rimanenti. 

Caso i. 


jSf. SS. Sien dati in primo luogo i tre lati BC , CA , 
AB, [ a, b, c ] e si cerchino gli angoli A , B , C. 
* '55. X,’ equazione cos.a = cos .b cos.c + sen .b sen.c cos.A * 


darà . 


cos.A — 


cos .a — cos A cos .c 
sen . b seu.c 


Onde si avrà il coseno dell’ angolo A ; e quindi que- 
st’ angolo. E similmente si determineranno gli altri, 
risolvendo, cioè, Je due altre equazioni del n.* i5i , 
per determinare cos.B , e cos.C. Ed è chiaro , che in 
questo caso non resti duhbio sulla specie di ciascuno 
degli angoli ; poiché essendo essi esibiti da’ coseni , la 
specie loro resterà fissata dal segno di questi. E lo 
stesso può dirsi de’ tre seguenti casi. , ■ 


Caso n. 


In seoondo luogo sieno dati i tre angoli A, B, 
C , e si cerchino i lati BC , CA , AB, [a, b , c ]. 

Si avrà il lato BC [a] per mezzo dell’equazione 
i*5. cos.A=sen.B seu.C cos.«-<— cos.B Cos.C * 

dalla quale si riceva 
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cos.a 


cos.A 4- cos.B cos.C 

t — — 1 


iog iìh. 4« 


sen.B sen.C 
E per mezzo delle corrispondenti equazioni 

cos.B -4- cos.A cos.C 
sen.A sen.C 


cos.A .= 


■ # V 

cos.C 4 - cos.B cos.A 

cos.c == — : — — 

sen.B sen.A 

di determineranno gli altri due iati AB, AC [A, e]. 

- ■ . • .i, 

C k s o m. * 

» ' ■ 

.* Che se diensi due lati AC , AB [ A, c e T an- 
golo A da essi compreso $ si determinerà il terso latn 
BC [a 3, per mezzo dell'equazione 

cos.a = cos.A cos.p-|-sen.A sèn.c cos.A * 

Ed il triangolo si terminerà di risolvere come nel Ca- 
so i. E se vogliansi ottenere i rimanenti angoli B, C 
senza prima determinare il lato BC [, a ] ; si «dopre- 
ranno le seguenti equazioni , ■ y 

A«n- e " -i 

j«nT n oat r 

~«é 


• *Sr. 


icot.A — ■ cos.c cot.A 

•• sen.A 


oot.C 


-> -f' ■ ; 


. a.-- 
? : 


tcot.c 7 — CO*A COt.A 
sen.A 

* „ . / 




Caso iv. 


^ - V* ’ " . > «. V.. V ^ 

E dandosi due angoli B , C , ed ij lato BC f a ^ 
che gli è adjacente. Si avrà il terzo angolo À per 
mezzo dell’equazione . , «, • < 

cos.A=sen.B sen.C cos.a— cos.B cos.C * • i|{, 

E le rimanditi parti -del triangolo si otterranno come 
nel Caso i. Che se questa vogliami indipendentemente 


A 
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dalla deterulinasioB* dell’ angolo A , bisognerà cercarle 
per mezzo dell’ equazioni 


i5& 


. / ^ « sen.C 

cot.o ss cot.B 

•/ scu - a 


«ot.e = cot.C 


seni.B 


seti, a 


-f- cos.C Cot.a 
-f- cos.B cot.a 


Caso t. 


«4 


In quinto luogo le parti date del triangolo sieno 
i due lati AC , AB [ b , c ] , e 1’ angolo B opposto 
ad uno di essi. 

, " i.° Per aver -1’ angolo C , che sta opposto aH’ al- 

tro lato , bisognerà servirsi dell' equazione 

„ „ sen.B sen.c 

• , ( sen.C = r — « 

- j\ ' ■ sen .b 

É chiaro, che in questo caso la specie defl’ ango- 
lo C sarà dùbbia : un tal angolo C sarà però sempre 
maggiore dell* altro B , v nel caso che ài sappia , che 

* »45. il lato c sia maggiore di ò j ed ai contrario. * . . 

,a.° Il terzo lato CB [a] si avrà pareggiando tra, 
loro i due valori di cot.A ,• che si sono ottenuti nel- 
>> E .° i5a ; e 'determinando per mezzo di quest’ equazio- 
ne il Valore ■^fi-'fcotSo* ■“> (t v * 

3.° Finalménte il rimanente angolo A, o si deter- 
minerà per mezzo del n.° 149 , 0 pure se si voglia 
determinare indipendentemente dal lato BC [a] , biso- 
gnerà cercario maneggiando 1’ equazione che risulta dal 

pareggiamento dp’ valori di' cot.a , ottenuti nel li.® i56. 

• 7 -..:” »*•■**.. .. . . K. . £ «• . 1 - , *- { 

Caso 


.nò» 


vi. 

» 


Sic» dati finalmente due angoli B , G , e ’l lato 
AB [ò} opposto ad tu* elessi.*- ... - >*- t u ■ 
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Per avere il lato AB [c] opposto all’ altro angolo 

si farà uso dell’ equazione 

senA sen.C „ 
sen.c ssr ¥ 


Ed il terzo angolo A , ed il lato BC [c] , che 
gli è opposto , si potranno determinare come nel Ca- 
so precedente. Le parti del triangolo dimandate in que- 
sto caso , sono dubbie , come nel precedente. 

Adunque si è soddisfatto a quello che dimanda- 
tasi in questo Problema. C.B.F. 
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CAP. IV. 

Di alcuni tri anco h sferici la cui risoluzione bipehbe 

DA QUELLA DE’ TRIANGOLI SFERICI RETTANGOLI. 


--=«9aHSi[iew«=-— 

PROPOSIZIONE VI. 

PROBLEMA. 

iy*. Risolvere un triangolo sferico , quando tra te 
tre parti date di esso vi sia un lato di 90. ° 

+■ 

fo- * 3 - Sia ABC un triangolo sferico , e BC il suo lato 
di 90°. E poiché descritto il triangolo supplementale 
DFE , l’angolo F deve anche essere di 90. 0 ; perciò 
questo triangolo supplementale sarà rettangolo : ed 
inoltre saranno date in un tal triangolo DEF quelle 
altre due sue parti , che sono i supplementi rispet- 

• > 33 . tivi delle parti date nel triangolo BAC*. Laonde il 

• i;«. triangolo DFE potrà risolversi * : e determinate che 

si saranno le sue rimanenti parti , resteranno anche de- 
terminate le loro corrispondenti nel triangolo BACI , cioè 
quelle che ne sono i rispettivi supplementi : che per- 
ciò si sarà risoluto il triangolo BAC. 

iy 3 . Scol. U triangolo sferico ABC, che ha un 
lato di 90. 0 da taluni trigonometri moderni suol chia- 
marsi rettilatero. 
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proposizione vn. 

PROBLEMA. I 

Iy4- Risolvere un triangolo sferico ■ isoscele. 

A libi a il triangolo sferico BAC i lati BA , AC Jff. 39 . 
Uguali , e dal vertice A si conduca al punto medio 
D del lato opposto BC l’ arco di cerchio massimo 
AD , il quale dividerà il triangolo BAC in due trian- 
goli rettangoli ; ed è chiaro , che la risoluzione elei 
triangolo BAC si ridurrà a quella di uno di questi 
triangoli rettangoli. 

PROPOSIZIONE Vin. ' 
problema. 

i j5. Risolvere un triangolo sferico in cui due lati 
sieno supplementi V uno dell'altro. 

Sia BAC il triangolo sferico proposto , in cui i fif. 34* 
lati AB , AC sieno supplementi 1’ uno dell' altro. Si , 
prolunghi uno di questi due Iati AB , finché s’ incon- 
tri in D col terzo lato BC : sarà AD uguale ad AC , 
e quindi il triangolo' CAD essendo isoscele si potrà 
risolvere come nel Problema precedente. Ma i tri- 
angoli BAC , ADC sono in modo connessi , che dal- 
le parti dell’ un triangolo sono sempre determinabi- 
li quelle dell’ altro ; giacché i lati AB , e BC dell’ 
uno sono supplementi de’ lati AD , DC dell’ altro , 

" il lato AC è comune , gli angoli in B , e D sono 
uguali , e gli angoli BAC , BCA sono supplementi de- 


ii3 Wb. 4- 


\ 
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gli angoli DAC , DCA. Adunque la risoluzione del 
triangolo BAC dipende da quella del triangolo isosce- 
le ADC. 

176. Scol. É facile il vedere, che nel triangolo 
proposto ABC debba esser anche l'angolo ABC supple- 
mento dell’angolo BCA. Poiché essendo l’ angolo ACB 
supplemento dell’ altro ACD , lo sarà anche dell’ angolo 

* 142. in D , eh’ è uguale all’ angolo ACD*; e quindi dell’ al- 

• tro in B , eh’ è uguale a quello in D*. 
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C A P. V. 

RICERCHE GEOMETRICHE INTORNO A 1 CASI DUBBI NELLA RISG- 
LUZIONÉ DE’ TRIANGOLI SFERICI. 

177. Le presenti ricerche hanno per oggetto il 
mostrare geometricamente , come possano aver luogo i 
casi duhhj de’ quali si è detto ne’ num. V. e VI dell A 
Prop. V. , o sia in qual modo si verifichi che cogli 
stessi dati , cioè due lati ed un angolo opposto ad un 
di essi , o due angoli ed un lato opposto , possansi 
costruire due triangoli sferici diversi : ed entreremo a 
tal proposito ad esaminare , per quali valori particolari 
de’ lati la quistione resti dubbia , e per quali altri non 
lo sia. Finalmente cercheremo di restringere per mezzo 
di alcune regole , al più eh’ è possibile , la dubbiezza 
di tali casi. - • 

17$. Sia l’angolo sferico BAC, i cui lati BA , fis- 3 >.' 
AC si prolunghino finché s’ incontrino in A* : e suppon- 
gasi primieramente l’ angolo in A , o il suo uguale 
in A / esser minore del retto , cioè minore di 90°. 
Inoltre prendasi l’ arco AB minore del quadrante , e 
dal punto B si abbassi sopra di AC.A* l’arco perpendico- 
lare BD : egli è chiaro che prendendo , a destra ed a 
sinistra del punto D , gli archi uguali De , DC , gli 
archi di cerchi massimi Bc , e BC sieno anche uguali; 
ed inoltre che l’ angolo sferico BcA sia supplemento 
dell’ altro BCA. Imperocché gli angoli BcA , BcA* so- 
no uguali a due retti , del pari che gli altri BCA , 

BCA*, e di essi 1 ’ angolo BcC è uguale all’ altro BCc J 

* 



Digitized by Google 



ILE MENTI 


• i i6 


quindi dovrà il rimanente angolo BcA essere uguale al 
rimanente BCA' : che perciò l’ angolo BcA del pari 
die 1' altro BCA' sarà supplemento dell' angolo BCA. 
Adunque essendo dati 1’ angolo A , e gli archi , aJ . eh’ 
è il lato opposto a quell’ angolo , e c eli’ è il lato 
adjacente , s’ ignorerà se si risolva il triangolo BAC , 
o pur 1’ altro BAo. Ciò però ha un limite ; perchè se 
CB si faccia uguale a BA, diverrà un solo il triangolo 
da risolversi , e la sua risoluzione rientrerà nel meto- 
do esposto al n.° i^4- E divenendo CB ]> BA , l’ar- 
co BE uguale a BC dovrebbe incontrare 1’ arco AC 
4 gd di là del punto A : ond' è che co’ dati proposti non 
potrebbe ottenersi che il solo triangolo BAC , mentre 
l’ altro BAE non ha più per un de’ dati l’angolo BAC 
ma il suo supplemento BAE. 

E supponendo l’ arqo AB' [c] maggiore di un 
quadrante , cioè di go° ; ed abbassando da B' sull’ arco 
ACA' la perpendicolare B'D', si vede similmente , che 
per ogni due punti C', c equidistanti da D" , e presi 
sull’ arco ACA' vi corrispondano archi uguali B / C / , 
BV ; e che gli angoli B'C' A , B'c'A sieno supple- 
menti 1’ uno dell’ altro : sicché essendo dati 1’ angolo 
in A f. ed i lati B'C' [a] , e B'A [c] , la forinola che 
dà l’ angolo opposto al lato c ci lascerà nel dubbio 
se siasi ottenuto 1’ angolo in C', o il suo supplemento 
in c . Ciò non avverrà però se 1’ arco B'C' si faccia 
uguale a B'A' , cioè quanto il supplemento di AB' : 
imperocché in tal caso non vi esiterà , che il solo triangolo 
B'AC' che possa costruirsi con que’ dati , e quindi -il pro- 
blema sarà suscettivo di una sola soluzione. Nè tampoco vi 
sarà caso dubbio se B'C' divenghi maggiore di B'A' : 
poiché in questo caso l’ arco B'E' uguale a B'C' , ca- 
dendo cól suo estremo E' al di là del punto A', non 
si potrà costruire più co’ dati del problema che il 
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solo triangolo sferico B'AC '. Vale a dire clie nou vi 
sarà caso dubbio se C'B'-|-B'A', cioè a-|-c sia uguale , 
o maggiore di AB' A', o sia di 180°. 

139. In secondo luogo suppongasi che 1 ’ angolo fig- ***• 
sferico in A sia ottuso , cioè maggiore di 90°. Si pro- 
lunghino similmente i lati AB , AC fìucliè s’ incontri- 
no in A', e supposto che AB sia minore di un qua- 
drante , dal punto B si abbassi sull' altro lato AC 
1 ' arco perpendicolare BD , che cadrà dalla parte dell’ 
angolo conseguente del dato CAB. Ciò posto se si 
premano a destra e sinistra del punto D , c nella cir- 
conferenza ACD , de’ punti c , C equidistanti da D 
è egli chiaro , che gli archi di cerchio massimo 
che passano per quelli punti presi , e per B sieno 
uguali. Ma allorché gli archi uguali DAC , DA'c sono 
tali che DA'c è maggiore di DA', il punto C e l’altro 
c vengono a cadere nella stessa circonferenza ACA', 
e gli archi BC , Bc vengono perciò a sottendere lo 
stesso angolo BAC dato. Laonde è chiaro , che in tal 
caso cogli stessi dati , cioè l’ angolo BAC , lato c adja- 
cente ; e lato opposto a si potranno costituire due 
triangoli sferici diversi ABC , ABc , ne’ quali l’ ango- 
lo ignoto ACB dell’ uno , eh’ è opposto al lato c , è il 
supplemento dell’ angolo, ignoto AcB dell’ altro , eh’ è 
opposto al lato stesso. Or perchè in tal caso l’arco Bc 
è più distante dall’ arco peipendicolare BD , che l'altro 
BA' ; perciò quello sarà maggiore di questo , e quin- 
di AB+Bc , o AB+BC sarà maggiore di ABA' , 
cioè di i8o° : che perciò si vede , che un triango- 
lo sferico , ove un angolo dato sia maggiore di 90° 
il lato adiacente anche dato sia -minore di 90° 
la somma di esso e del lato opposto eli’ è pur da- 
to , sia nqaggiore di 180° , ha due soluzioni : e non 
sarebbe suscettivo che -di una sola soluzione , se 


) 

e 
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la somma di tali lati fosse meno di 180* * o pur 
i8o°. 

fi*. 3-j. Che se 1 ’ arco AB" si fosse supposto maggiore di 
go° : abbassando similmente dal punto B' sulla circon- 
ferenza AC / A / l’ arco perpendicolare B'D' , e pren- 
dendo a destra e sinistra del punto D', nella circonfe- 
renza stessa, gli archi uguali D'A'c', D'AC' -, allora si 
Verrebbero a costituire due triangoli sferici- cogli stessi 
dati , quando i due punti C', c cadrebbero nella stessa 
semicirconferenza AC/A'. Or in un tal caso ciascun 
degli archi B'C / , B'c', come più distante dell’ altro B'A 
dall’ arco perpendicolare B / D / , dovrà esser maggiore di 
B'A -, vale a dire co’ dati stessi A , c , a il problema 
avrà due soluzioni se c < a, e ne avrebbe una sola ; 
se c > a , o c — a. 

180. E sarà facile il vedere che in ciascuno de’ 
due casi esaminati , cioè di A •< 90° , e di A > yo° y 
se P arco AB sia di 90° il problema avrà sempre due 
soluzioni eccetto il caso che P arco a sia dello stésso 
numero di gradi e minuti che P angolo opposto A , nel 
qual caso il triangolo proposto è un solo , ed è biret- 
tangolo, nè ha bisogno di risoluzione , essendovi tutto 
già noto. 

181. Finalmente se l’angolo A suppongasi di' 
90° , è chiaro , che il problema non possa avere co* 
dati A, c, a i che una sola soluzione , qualunque sì 
supponga essere il valore particokre di e , e qualun- 
que il suo rapporto con a ; il che coincide con ciò 
che si disse al n.° 3 . Cas* II., ed al n.° 1. Cas. III. 

* 17 o. delk Prop. IV*. 

"'182. Dietro queste considerazioni si potrebbe sta- 
bilire una tavola per conoscere quando co’ dati A, o, 
c, la specie del triangolo sferico sia dubbia, e quando 
non lo sia: e da lina tal tavola se ne potrebbe poi ri- 
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levare, per mezzo del triangolo supplementale, un’al- 
tra , per conoscere quando co’ dati a, A , C la specie 
del triangolo è dubbia , e quando non lo è. Un tal 
espediente è stato di fatti proposto , per conoscere i 
casi effettivamente dubbj , da alcuni analisti Francesi 
seguendo il Bertrand , che il primo lo adottò ( Tìève- 
loppement nouveau de la partie ilèmentaire de Mathèmati- 
ejues tom. 2. sect. f . ) ; ma sarà meglio di qui recare 
a quest’ oggetto le seguenti regole , le quali rendono 
tal teorica assai più determinata , più breve • comoda 
per la memoria. 

1 83 . I. L'angolo opposto al lato minore è acuto, 
se la somma de' lati’ dati è minore 180. 0 

E al contrario : il lato opposto alV angolo mino- 
re è acuto , se la somma degli angoli dati è minore 
di 180 0 . 

Il che si rileva chiaramente dalla Propos. XIV. 

Lib. 111. 

184. II- L angolo opposto al lato maggiore è ot- 
tuso , se la somma de' lati dati sia maggiore di 180*. 

Ed al contrario. 

E ciò è una conseguenza manifesta della stessa 
proposizione. 

» 85 . III. Quando la somma de' lati dati è uguale 
a 180°, anche la somma degli angoli opposti é ugual » 
a 180 0 . E al contrario. 

Il che ecco in qual modo si dimostra 

_ . , , cos .b — cos.a cos.c ; . , . 

Poiché cos.Bsen.a= * , sostituendo in * *5*. 


sen.c 

quest’ equazione il valore di cos.a preso dal numero 
,i 5 i , e poi riducendo, col porre 1 — sen.* c per • 35. 
cos.’c * , si avrà 

cos.B sen. a cos.ò sen.c — cos.A sen.ò cos.a 

e per simmetrìa dovrà parimente essere 
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cos.C sen.a = cos.c sen.b — cos.A sen.c cos.ò 
che perciò sommando queste due equazioni , e poi ri- 
ducendo il risultamento , col sostituire sen. ( b-\-c ) in 
•■ 45 . luogo di sen.ò cos.c-f-cos.ò sen.c * , sarà 

M . . sen.a ( cos.B-f-cos.C ) = ( ì — cos.A) sen.( ò-f-c) 


i5o. 


sen. A sen.ò 

Ma è poi sen.B = * 


sen 


.C =s 


sen.a 
sen. A sen.c 
serl'.a 


e quindi sen.a ( sen. B-f-sen.C ) ss sen. A (sen.ò-4-sen.c ) 
Laonde dividendo quest’ equazione per l’ altra M , 


si avra 




sen.B-|-sen.C sen. A scn.ò-f- sen c 

X * 


cos.B-|-cos.Ci 1 — cos.A sen.(ò-j-c) 

nella quale , se si sostituisca al primo membro 

B 1 c 

*63. IX. tang. — — — * , e pongasi in luogo del secondo 
membro 

66 * Xll* cot - — - X C ° S * > essa si ridurrà all’ altra 

66. WH. 3 cos. >/ 2 ( ò-f-c ) 

B+C . A cos. »/» ( b—c ) 

b a 3 cos. l /2 ( n+c ) 

Or siccome in quest’ ultima equazione cot. , e 

cos. debbono essere sempre del segno stesso } 

•x 

si vede perciò chiaramente, che debbano anche risul- 

B-)-C b-\-c . 

tar del segno stesso tang. ■ , e cos . cioè , 

che : la metà della somma di due angoli di un tris a- 
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s 

goto sferico , e la semisomma de' Lui ad essi opposti 
sono della medesima specie. Dal che chiaramente risulta 
la terza regola quassù enunciata. 

186. Dopo tutte queste ricerche , se la spe- 
cie del triangolo resterà dubbia per una delle sue 
parti , cioè che dati A , a , c non si conosca la 
specie di C , o dati a , A , C non si sappia la 
specie di c , resterà anche dubbia la specie delle 
rimanenti parti del triangolo , come si rileva fa- 
cilmente. 
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CAP. VI, 

Regole neperiane , e loro uso vantaggioso bella 

RISOLUZIONE de' TRIANGOLI SFERICI. 

-<=»»5so«oc»»=»~ 

187. Nel principio del XVI. 0 Secolo faustissimo 
per le matematiche , il barone Scozzese Giovanni Ne- 
pero , il cui nome sarà immortale , finché si coltive- 
ranno le scienze esatte , per la sublime ed utilissima 
invenzione de' logaritmi , stabili anche alcuni nuovi 
metodi di risoluzione immaginati da lui , per render 
più semplice la pratica della Trigonometria sferica (’). 
Nè le nuove richerche analitiche fatte posteriormente 
da sommi Geometri moderni , nè 1 ’ eleganza , e la fa- 
cilità che presentano per la risoluzione de’ triangoli 
sferici le forinole Euleriane da noi rapportate , ed 
applicate a quest’ oggetto nelle Propp. IV. e V. del pre- 
sente Libro, possono farci tralasciare di qui recar le 
Regole Neperiane. Questo sì che noi non le esporremo 
nella maniera tenuta dal loro inventore ; ma le dedur- 
remo da principi stessi da noi stabiliti , ed in quel modo 
che ci è sembrato più convenevole. Che anzi è da av- 
vertirsi , che le nostre enunciazioni della seconda e 
terza regola pajono differenti da quella del Nepero , 
per esservisi da noi introdotto il doppio del logaritmo 
del raggio, come convenivasi fare, mentre nelle Tavole 
logaritmiche che oggigiorno si hanno per le mani de’ 
calcolatori , il logaritmo del raggio ponsi uguale a 


(*) Veegasi anche a questo proposito quanto è stato detto net 
Discordo Preliminare. 
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io, ooooooo , e non già a zero , come il suppose il 
Nepero , prendendo effettivamente 1 ’ unità per raggio ; 
dal che nasceva che quel logaritmo non doveva comparire 
nel calcolo. 

188. Ed al proposito della traduzione delle for- 
inole trigonometriche delle quali finora si è trattato 
nelle due Trigonometrie , da algebriche in logaritmi- 
miche , convien avvertire , che v’ è bisogno in far que- 
sto passaggio della prudenza del calcolatore. Imperoc- 
ché siccome nel determinarle si è sempre supposto il 
raggio = 1 , sicché questo fattore , che in molte di 
esse implicitamente si contiene , con si ravvisa di fat- 
to ; e che , come si è già detto , il logaritmo del rag- 
gio nelle ordinarie Tavole de’ seni, non più, alla ma- 
niera di Nepero, vien posto == o , ma sì bene a 10,0000000, 
così convenendo tenerne conto , bisognerà prima ap- 
parecchiarsi la formola algebrica sulla quale si deve ope- 
rare per la risoluzione di un dato caso ; e la regola 
già nota a coloro che sono appena iniziati ne’ principi 
di Geometria analitica si è , d’ introdurre in tal for- 
mola tante volte per moltiplicatore o divisore il rag- 
gio , quante volte bisogna , perchè vi sia l’ omogenei- 
tà di dimensioni ne' termini di essa. Così , per esem- 
pio , a fin di usare della formola del §. 1 5 1 . in 
logaritmi , bisognerebbe porla sotto quest’ altra for- 
ma , cioè 

cos.a R* = cos.i. cos.c. R + sen .b sen.c cos.A 
rendendo ciascun termine di tre dimensioni , come lo 
era 1 ’ ultimo. Senza questa precauzione il risultamento 
del calcolo logaritmico applicato ad una tal formola 
sarebbe erroneo , e condurrebbe a conseguenze falla- 
cissime e paradosse. E taluno si potrebbe facilmente 
assicurare , che sia questa la vera forma di quell’ 

espressione , e cosi di ogni altra , se ripigli U ragio-, 

■* 
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namento che si è fatto nella Prop. II. Lib. IV. , pef 
' rinvenirla , supponendo il raggio espresso da R, « 
non da 1. 

189. Avvertite queste cose , per 1 ’ esatta applica- 
zione del calcolo logaritmo al maneggio delle formole 
rinvenute per la risoluzione de’ triangoli sferici , è an- 
che necessario , prima di venire ad esporre la prima 
delle Regole Neperiane , il definire alcune voci delle 
quali il Nepero si è servito. 

190. Def. n. Chiamami parli circolari in un trian- 
golo sferico rettangolo i lati che comprendono 1’ ango- 
lo retto , ed i complementi dell’ ipotenusa e di ciascuno 
degli angoli adjacenti ad essa. 

Cosi nel triangolo sferico 6AC rettangolo in A si 
dicono parti circolari i lati CA , AB [ i, e ] , ed i 
complementi di CB [a] , di B , e di C. 

191. Scol. Distinguono queste parti circolari, se- 
condo il Nepero , in tre specie , e chiamando media una 
di esse ad arbitrio, si chiameranno estreme adjacenti quel- 
le altre due , che sono adjacenti alla media prefissa ; ed 
estreme opposte quelle al contrario , che gli sono opposte 

Jtf.il l Così prendendo per parte media comp.B ; le estreme adja- 
centi saranno il lato AB [c] e comp . BC (comp. a) } 

« le estreme opposte comp. C , ed AC [£]. Ed al con- 
trario prendendo per parte media comp. C , le estre- 
me adjacenti sarebbero AC [6], e comp.CB (comp.a); e 
le estreme opposte, comp.B, ed AB [c]. In a.° luogo 
prendendo per parte media comp. BC ( compì. a ) , 
le parti estreme adjacenti saranno comp. B, e comp . Cj 
ed AB , AC [ c , b ] le estreme opposte. In 3 .° luo- 
go presa per parte media il lato AB [cj , le estreme 
adjacenti saranno comp.B , ed AC [6] , ( poiché 1 ’ an- 
golo retto in A non intercetta adjacenza , non essendo 
parta circolare ) ; e le estreme opposte sono comp.C , 
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e eomp. BC ( comp . a ). £ cosi pure presa per parte 
media il lato AC [£>] , le estreme adiacenti saranno 
comp. C , ed AB [c]; e le estreme opposte comp. B, e 
comp. BC [ comp. a ]. 

192. Intanto prima di passare ad esporre le Re- 
gole Neperiane delle quali si è detto avvertiremo, 
che esse da noi si sono ridotte a cinque ; delle quali 
la prima , eh' è distinta in due parti , comprende i 
sei Teoremi dimostrati dal numero 159 al 164. com- 
pendiati , e connessi insieme ; il che veramente non 
rende più semplice la risoluzione de’ triangoli sferici 
rettangoli alla quale sono destinali i suddetti teoremi ; 
ma bensì più facili a ritenevoli i principi su * quali 
essa è fondata : e le rimanenti quattro espongono 
in forinole logaritmiche i principi per la risoluzione 
de’ triangoli sferici obbliquangoli ; e ciò gli rende 
assai più eleganti e facili a pianeggiarsi nella pratica 
risoluzione di questi triangoli. 

REGOLA I. 

193. In un triangolo sferico rettangolo il seno di 
ciascuna parte media è uguale : 1 al prodotto delle 
tangenti delle parti adiacenti : 2. 0 o al prodotto de'co- 
ni delle parti estreme opposte. 

La verità di questa regola si rileverà facilmente 
coll’ assegnare in ‘effetto le quantità indicate in essa , 
e col vederne l’ identicità eo’principj dimostrati. In fatti 
secondo si è enunciato, preso comp. B per parte media, do- 
vrebbe essere , per la prima parte della presente regola , 

. tang.c . , 

cos.B =r tang.c X cot.o = - , come si e nleva- 

tang.0 

to nel numero i 63 . : e per la seconda parte verrebbe 
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ad esser cos-B ss sen.C X cos.ò , il che combina col 
numero 161. E sarà anche facile, prendendo per par* 
te media comp. BC , o pure un de’ lati AB , AC , il 
ridurre le due forinole della presente regola a quel- 
le esibite negli altri numeri 127 , 128 , i3o , e i3a ; 
sicché da ciò non solamente resterà stabilita una 
tal regola , ma si rileverà anche , eh’ essa in se 
comprenda le forinole tutte in que* numeri rap- 
portate. 

LEMMA. 

194. È positivo il coseno della metà di due 
angoli di un' triangolo sferico meno il terso : ed è 
negativo l' altro della metà de' tre angoli presi in- 
sieme. 


P irte 1 . Sieno A , B , C gli angoli di un trian- 
golo sferico , i lati del suo triangolo supplementale sa- 

• 1 33. ranno 180° — A, 180° — B, 180 — C*; ed uno .qualsi- 

voglia di essi i8o° — A sarà minore di 36o — B — C , eh’ è 

• i3o. la somma degli altri due * , cioè B-f-C — A < 180° e 


quindi < 90° j che perciò il segno del co- 

* so. seno di quest’ arco sarà positivo*: 

Parte 11. Poiché — — — — - denota sempre un nu- 


mero di gradi maggiore di 90° , e minore di 270* ; 
è chiaro perciò , che il suo coseno debba esser ne- 
• a*, gativo *. 


I 

l 


1 


■ 

I 


I 
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REGOLA H. . 

»r ‘ •• 1 • • ' 

igS. J» un triangolo sferico , preso per base un lato 
qualunque , una voZ/a « aggiunga alla semibase la se- 
midifferenza de' lati , ed un' altra volta se ne sottrag- 
ga ; indi a' logaritmi de' seni di quella somma , , e di 
questa differenza si aggiunga il doppio logaritmo del rag- 
gio , e tolgansene i logaritmi de' seni di ciascuno di? 
due lati. Finalmente si divida per metà il residuo otte- 
nuto , e si avrà il logaritmo della metà dell' angolo ver- 
ticale del triangolo sferico proposto. 


Denoti A un tal angolo , A, c, sieno i lati eh* 
lo comprendono , ed a la base del triangolo sferico 
proposto ; dovrà essere 

, A , a+A — c , , a-\-c — b 

». log. sen. — —log. sen. ^Zog\ S€n - 1 1 — 

a 2 » 

v -j- a.log.R — log. sen. b — log. sen. c 

Imperocché nell’ equazione ■■ » 

» ' ' A 

a.sen. 3 — ss 1 — cos. A * • 5 t, 

a 

. , .. . cos. a — cos . b cos. e _ „ » 

si ponga per cos.A il suo valore : * e »5». 


sen. b sen. e 


poi si riduca , ne risulterà , 

30 S .b cos.c 

cos. ( b — c ) — eos.a 


A cos.A cos.c -f- sen. A sen.c — eos.a 

3. sen.’ 1 7 

3 sen. A sen.c 


sen. A. sen.c 
a 


a«.sen. 


c a-f-c— -A 

sen. — • 


sen.A sen.c 

• dividendo per a , ed introducendo nel secondo 


4 *. 


* *6a.VTO. 
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membro per fattore il quadrato del raggio , che ti era 
taciuto , perchè uguale ad i , il che convien fare per 
render una tale equazione di pari dimensioni ne’ due 
*88. membri ", sari 


sen.* A — 
a 


sen 


a-^-b— e a-^-c—b i 


sen. 


sen . b sen.* 

Finalmente passando da' numeri a’ logaritmi si avrà 

A wC A 

a. log. sen. — = log. sen. j-iog-.sen. — ■ ■ — 


-f- a .log. R — log.sen.b — log. sen. c 
come nella presente regola si era enunciato. 

196. Scol. 1. Per mezzo di questa regola resta 
in pratica determinato agevolmente un qualunque an- 
golo di un triangolo sferico da’ tre lati di questo. Ed 
è chiaro , che nessun dubbio possa insorgere sulla spe- 
cie di tal angolo , quantunque la sua metà sia esibita 
dal seno ; poiché questa deve necessariamente esser 
minore di *90°. 

197. Scol. 11. Il Nepero nel Libro seconde della 
sua opera intitolata : Logarithmorum canoni* descriptio. 
Lugd. i6ao , enuncia questa regola nel seguente mo- 
do : Trianguli sphoerici latus quodvis ( praecipue qua- 
dranti proximus ) prò basi statua s. Inde semidifferen- 
iiam crurunt et ad semibasim adda s , et a semibasi sub - 
irahas ; producti et residui logarithmos adda s , bine 
anfora s aggregatum ex logarilhmis crurum , reliqui bi- 
partiti logarithmi arcum duplices , et proveniel angulu» 
verticali s , atque ila coeteri , tacendovi il doppio lo- 
garitmo del raggio , del quale noi abbiamo tenuto 

• 187. conto, per la ragione detta di sopra*. Ed egli illu- 
stra una tal regola col seguente esempio , che noi 
dopo aver «soluto alla sua marnerà , maneggeremo colle 
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Ordinarie tavole logaritmiche, e secondo la regola da noi 
data ,* per far vedere la corrispondenza de’ risulta- 
menti. 

Nel triangolo CAB sien dati i tre lati , ciò hfig- 3 *- 
a = 69° , che il Nepero prende per base » bsz^j 0 , 
e *t= 34 ° , e si cerchi l’angolo A. 

Prendasi la semiti ifferenza do lati , ch'è (h — c) = 6°. 

3 o% e questa si aggiunga, e si tolga separatamente dalla 
semibase , ch’è '/a a ?= 34 °. 3 o', ne risulterà la somma 
4i*, e la differenza 28°. 

Ciò posto a log. sen. 4 »° s= 4 21 ^° 44 i secondo Nepero 
ti 'aggiunga log. sen.a 8 ° = 7561472 


risulterà per somma .... 11776519 

Poi iog-.sett. 34 ” = 5812606 

ri sommi con log. sen. 47 ° = . » 3 ia 858 o 

e la somma 8g4n86 

si sottragga dall* altra po- 
co fa ottenuta , ri avrà il 
residuo . a 835 ? 3 o- 

la cui metà 1417665 

sarà il logaritmo del seno della metà dell’ angolo ver- 
ticale A , il quale risulterà perciò , come determina il 
Nepero, di 6o°. ia'.a 4 // . Laonde l’intero angolo A. 
sarà di 120°. o.\'. fa". 

Or maneggiando la risoluzione dello stesso trian- 
golo secondo la nostra regola, e colle ordinarie Tavo- 
le , si ha 

log. sen. 4 i a = 9- 8x69429 
log. sen. 28° = 9. 6716093 
2 log . R ss 20. 0000000 

______ * 

; .1 * ‘ . «I. • . . " . ' * ’ 

Somma . ■;£ . . , . , . = 3 g. 488 S 5 aa 

* *J 
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Inoltre 20^,860.31° = g, y.jjSGiy 

Zog-.sen.47 0 — 9- 8641275 • 

u ' 

Somma di essi ss ig. 6116892 
Differenza di' questa 
somma dalla poc’ 
anzi trovata. ... 19. 8768630 

Metà di essa.. . 9. g 3843 i 5 =Zog , .sen. 6 o # . 12'. 

* 4 " '/a » come dal calcolo di Nepero era già risultato. 

REGOLA m. 

- . % 

198. Del coseno della semisomma de' tre angoli di 
un triangolo sferico , preso positivamente, (*) se ne 
prenda il logaritmo , al quale si aggiunga il loga- 
ritmo del coseno della metà di due di quegli un-, 
goli meno il terso , ed il doppio logaritmo del rag- 
gio , e poi se ne tolgano i logaritmi de' seni di que' 
due medesimi angoli ; si avrà cosi & doppio logaritmo 
del seno dell a metà del lato , che sottende quel terno 
angolo. 

Cioè dovrà essere 

, a , A+B+C , . B+C— A 

ulog. sen. — ss log. — cos. — J-Zoe-.sen. — ... 

* 3 ■ 

•+- a log. R — Zog-.sen.B — log. sen.C 

Imperocché nell’ equazione 
a 

* S 8 . a^en. 3 -— = 1 — cos.o 


(*) Siccome è negativo il cosano della icmisomm» de’ tre angoli 
dv un triangolo sferico ( j iq 40 i perciò Esulterà positivo quando vita 
preso col segno contrario. 
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ni TiisovoHmii. 

cos.A-f-eos.B cos.C. . 


iti 

in vece di cos.a *, sarà 



a.sen. 3 — : 


a 


oJ 


scn.B.sen.C. 

cos.B cos.C— - «en.B sen. C-f- cos.A ' 
scn.Bsen.C 

» v ■ .ili ,4|iil jJVtr MrfA’k _ tgHR 

cos.(B-|-C)-t-cos.A* 

• seo.B.sen.C. 

t jtt-t -U 


a.cos.'/ a ( A-j-B-f-C )cos.'/i(B-j-G — A) * 
seii.B sin. G 

« cancellando il a in ambo i membri, ed introducen» 

do nel secondo di essi il fattore R a , per renderlo 4i 

pari dimensioni al primo , e finalmente passando da' 

numeri a’ loro logaritmi , sarà 

» a t A4-B4-C _ B-t-C — A 

a. log. sen sarto#.— cos — ! L_ -f- io#, cos. ! . 

i - a * 2 


• 4 *. 

‘6n,Vir< 


-f- a.lo#.R — Zo#.sen.B — log. sen. C 
la quale equazione consente con quello cbe nella pre* 
sente regola si è enunciato . 

* jgg.,Scol. E ‘per mezzo di questa terza regala è 
chiaro , clic si saprà il seno della metà di un lato di 
un triangolo sferico dati tre suoi àngoli ; nè potrà ès- 
servi dubbio sulla specie di questa metà , dovendo es* 

sa esser sempre minore di 90°. 

| • . . . ' • • . ' » 

REGOLA IV. 


uóo. Al logaritmo della cotangente della metà di * 
un angolo di un triangolo sferico si aggiunga il loga- 
ritmo del coseno della semidifferenxa de ’ lati , che gli 
sono adjacenli , e se ne tolga quello del coseno della se- 
misomma di questi ; si avrà il logaritmo della tangente 
della semisomma de' rimanenti angoli. 

E si sarebbe avuto »il logaritmo della tangente (Uffa 

e 


iib. 4. j 3» 1 1 1 « t t 1 1 

semidiffcrtnxa di questi angoli stessi , se a * logaritmi de ’ co* 
seni di quelle quantità si fossero sostituiti i logaritmi de' seni 
di esse. 

Sia , come nella Reg. ITv , A quel primo angolo , 

« b , e i lati , che lo comprendono , e quindi B , C i 

rimanenti angoli , sarà , come nel n.° i85 fu ritrovato 

B-f-C A cos. — c) 

tane, -h- = cot. — X ^77 { 

» 2 COS.'/a( 6 +c) 

Ove è d’ avvertirsi, che dovendo essere sempre dello stesso 

segno ( come nel numero poc’ anzi detto fu dimostrato ) 

, B-j-C b-\-c . . 

tang. — , e cos. — — — , si potranno 1 loro valori 

prender sempre positivamente ; che perciò passando 
nella poc’ anzi recata equazione , da’ numeri a’ logarit- 
mi , si avrà 

B+C A b—c b - fo 

lag. tang.- = I. cot. — 4- l.cos — i.cos. — — 

0 b a 2 T a 2 

E poiché dallo stesso n.° i85. si rileva, che si» 

sen.a (sen.B— sen.C ) =sen.A(sen.A — sen.c) 

donde poi si ricava , per mezzo dello stesso passaggio 

indicato in quel numero , 1 ’ equazione 

sen.B — sen.C se». A senA— sen.c 

. — x — - 

cos.B-f-cos.C 1 — cos. A seu.(t>-f-c) 

B Q 

• 63. X. nella quale il primo membro è quanto tang 

A sen-.y a ( b — c). 


, e 1 se- 


• 5 o e 1 . • A Sen.Va Iti — c]„ ., , 

t&xiv con ^° pareggia cot — x 7— perciò sara 

* 2 sen.i/a (o+c) 

r» rv a _ / % 


anche 


B—C A sen.^/a (b — cl 

tang.—. = cot — X ! - i 

2 2 sen.'/a (i-(-c) 

nella quale equazione passando da’ numeri a’ logaritmi 
di feSsi , si avrà 

b-f-c 


- B—C , A . i. b " • c 

h^-.tang- —, — i.cot. h h%en. , 

a 2 a 


l.sen.- 
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E questa equazione logaritmica, e l’altra di sopra re- 
cata sono quelle della presente Regola. 

noi. Scol. Con queste due equazioni, ritrovando 
semplicemente cinque logaritmi , è chiaro , che si ab- 
bia la tangente della semisomma, e della semidifferen- 
za di due angoli di un triangolo sferico , c quindi 
tali angoli , quando sia dato il terzo angolo , ed i la- 
ti che lo comprendono. E per mezzo di ciascuna di 
esse si potrebbe anche avere un angolo , dati i lati 
che lo comprendono, e ls somma, o la differenza de- 
gli altri due angoli 5 poiché è manifesto , che in tal caso 
resta determinato log. cot. >/ 2 À. 


1 f 


REGOLA V. 


aoa. Al logaritmo della tangente della metà di un 
lato di un triangolo sferico si aggiunga il logaritmo 
del coseno della temidifferenza degli angoli ad esso ad- 
iacenti , e poi se ne tolga quello del coseno della 
semisomma di questi ; si otterrà il logaritmo della tan- 
gente della semisomma degli altri due lati. 

E si avrà il logaritmo della tangente della semi- 
differenza di que' due lati ^ se a' logaritmi de' coseni dì 
quelle quantità si sostituiscano i logaritmi de' seni di esse. 


Dinotinsi con A' , B' , C' gli angoli del triangolo 
supplemeutale del proposto , e per a.' , b' , c' i lati 
opposti ad essi: si rileverà, come nella dimostrazione 
della Regola precedente , che abbiano luogo tra le parti 
di questo triangolo le seguenti due equazioni 

4 B'-fC' . A' cos.i Ub'—c') 

tang — Z— = cot. — X Là— f 

• a 2 cos. , / 2 (l> / -l-c / ) 

B'— C' K'sen.iUb'—c') 

tang - — . . = cot. — X . — 7 

ss 2 sen.'/»^ + c) 


1 . 
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le quali colla sostituzione di i8o° — -6 , i8o° — 
180® — a , 180° — B , 180° — C in luogo di B / , G < 
A' , b' , c' , si riducono alle altre due 


tang. 


tang 


iÌl=Une. — y ros - , /-( R — f] ) 
2 ° 2 cos.>/.j(B-fC) 

b—c a sen.'A(B — C) 

=tang._ x . / V. ’ 


nella prima delle quali tang. e cos. — 


sen.«/ a (B+C) 

4-c 

■ possami 

• . . . •? • 1 .... 

tempre prendere positivamente. 

E passando iu ciascuna delle precedenti equazioni 
da' numeri a’ logaritmi di essi , si avrà 

B+C 


, Z»+c . • a . . B—C 

log.Une =i.tang. ^ + Z.cos. 

2 a a 


—l.tang. !L + l. sen. 
2 


-/.COS.. 


-/.sen. 


2 

B+C 

2 


log. tang. 

2 2 a 

eh’ è quanto nella presente Regola si è enunciato. 

ao 3 . Scoi. Laonde, per mezzo di questa regola , 
ti potranno rinvenire i logaritmi delle tangenti della 
semisomma, e della semidifferenza de’ due lati di un 
triangolo sferico , se pur sien dati il terzo lato , e gli 
angoli adiacenti ad esso; dond' é chiaro, che tali lati 
appariranno ad un tratto . Ed è anche mahifesto , 
che ciascuna di queste due ultime equazioni offra un 
lato qualunque di un triangolo sferico , dajl’ esser dati 
gli angoli ad esso adjacenti , e la scmisomma , o pur 
la semidifferenza degli altri due lati ; poiché con que- 
sti dati si farà noto Zog-.tang.y a a , e quindi a. 
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SCOLIO GENERALE 


204 Dagli Scolf «Ielle quattro ultime precedenti 
regole si rileva , che per mezzo di esse restano facil- 
mente e completamente risoluti i Casi 1. , u. , in. , ìv. 
della Prop. Y. n.° 160 : gli aljji due v. , vt . , che com- 
prendono i casi dubbj , per la prima loro parte non 
hanno bisogno di altra forinola di risoluzione , oltre 
quella semplicissima che ne fu data al n.° 171 cas. v , 
e vi. Una volta però , che siasi nel Caso v. determina- 
to 1’ angolo ignoto , cH’ è opposto all’ altro angolo dato, 
si potrà ottenere il terzo angolo , ed il terzo lato , 
per mezzo delle fchnole delle Regole IV. , e V. , 
nelle quali le ignote verranno ad essere tang. »/» A , • 
ìang. '/a a. 
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CAP. VII. 


♦ ti * » 


Della valutazione della perpendicoli»* , e db' sec- 

KLSIl DELLA BASE NE’ TRIANGOLI SFERICI. 


PROPOSIZIONE IX. 

PROBLEMA. 


eo5. Dati i tre lati di un triangolo sferico ; deter- 
minare la perpendicolare sopra ciascuno di essi abbas- 
sala dall'angolo opposto , 

Jif. 38; Sieno a , b , c i lati del triangolo sferico , e si 
cerchi 1’ espressione della perpendicolare AD sul lato 

BC [n]. 

Nella dimostrazione della seconda Regola Nepe- 
riana si è ritrovato essere 
^ B _./^rs en.»/ 3 (6+a— c) sen.'/a (b-\-c—a) ~1 
a L sen.a sen.c . 

» 58. e partendo dall'equazione a.cos.*i/s;B= i-f-cos-B”, con gli 
stessi passaggi fatti per ritrovar la precedente forino- 
la si sarebbe veduto essere 

B t/T sen.'/a ( a+b+c) sen.'/ 2 (a+c— ft) ~| 

C0S ’ £ L sen.a sen.c 

» 46. Adunque sarà a.sen.'/ 2 B cos 4 '/ 2 B = sen.B * = 
y~ (se^/«(a+b+c)se.'U(a+h— c)se. — 6)se .'/*(b 4-c — 

sen.a sen.c 

Ma sen.B— . Adunque «uri sen.AD. 

*«n.« 


ì 


e 
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^se.yj(a+A-j-c)se.'/a(a-^-6 — c)se. , /j(/i+c— ft)se.*/i(A-J-f — <»)^ 

sen.a 

espressione comodissima ad esser valutata per mezzo 
de’ logaritmi 

SCOLIO. 


206. Ponendo a-[-b-\-c~2s , si vedrà come nello 
Scol. al 5 - 89., die l’espressione precedente si riduce 
alla forma più semplice 


sen 


aV fsen.s sen.(.t — a) sen. (5 — b) sen.(s — c) ^. 


sen.a 


E poiché la perpendicolare dipende similmente da 
tutti i lati del triangolo, qualunque sia quello su cui si 
supponga che cada ; sarà perciò facile il trasmutare la 
precedente espressione , nel caso che la perpendicolare 
cada sopra un qualunque altro de’ due lati. 


PROPOSIZIONE X. 


PROBLEMA. 

« 

207. Cogli stessi dati del Problema precedente , fg. 38 , 
determinare i segmenti BD , DC prodotti dalla perpendi- 
colare jìD nel lato su cui essa cade. 

Suluz. Essendo ne’ triangoli rettangoli sferici BAD , 

CAD 

1 *. cos.AD :: cos.BD cos.BÀ * * i< 5 o. 

ed i : cos.AD :: cos.CD : cos.CA 

sarà cos.BD : cos.BA :: cos.CD : cos.CA * * n. V. 

dalla qual proporzione sarà facile a rilevarne l’altra 

18 
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CLEMENTI 


cos.BD — cos.CD : cos.BD -|- cos.CD :r 
cos.BA — cos.CA : cos.BA + cos.CA 
e quindi 

cos.BD — cos.CD cos.BA— cos.CA 

cos.BD-(-cos.CD cos.BA-|-cos.CA 
ossia (*) 

t.'/ 2 (BD— CD) t.'/aBC = t.’/a (BA+AC) t .«/, (BA— AC) 

e perciò 

t. «/a (BD — CD)=t. «/a (B A+ AC)t. >/a (B A— AC) cot.'/a BC 
cioè , /a tnng-. de/Za semidifferenza de' segmenti prodotti 
sul lato a sarà espressa da 

tang. '/a ( c-\-b ) tang. */a ( c — ò ) cot. >/ a a 
Ed avendosi per tal modo la differenza de’ 
segmenti prodotti nel lato a , si verrà a cono- 
scere ciascuno di essi. E similmente per ogni altro 
lato. 

2cS. Scol. 1, L'analogia rinvenute nella soluzione 
del presente Problema cioè 

cos. BD : cos.BA :* cos. CD : cos.CA 
fa vedere clic cos.BD sarà maggiore uguale o minore 
di cos.CD , secondochè sia cos.BA maggiore , uguale 
o minore di cos.CA; che perciò si vede, che l'arco 
BD sarà maggiore, uguale o minore dell’arco DC , 
secondochè l'arco BA lo sarà dall' altro CA. Vale a 
dire che : Il maggior segmento sarà sempre adjacenle al 
lato maggiore , il minore al minore. 


(*) Il seguente passaggio si ottiene riddando le precedenti due 
{razioni per mezzo de ninnai VII., Viti, del J. 6 a. 
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209. Scol. 2. Allorché la perpendicolare AD cade 
fuori del triangolo , 1 ’ espressione tang. '/ 2 ( BD — CD ) 
resta di sua natura cambiata nell’altra tang.'/ 2 ( BD-fCD ) 
senza che vi sia bisogno di nuova calcolazione : 
ed in tal caso venendosi a determinare la somma 
de’ segmenti della base , della quale n’ è nota la 
differenza BC , si farà anche noto ciascun di essi 



DC , DB. 


PROPOSIZIONE XI. 


problema. 

210. Dall i Ire angoli di un triangolo sferico fy, 38 . 
trovar la perpendicolare sopra uno de' lati , per esem- 
pio , quella sul lato BC [a]. 


Dalla dimos trazione della Reg. DI. di Nepero, si ha 
b — cos.'/a (A-f B+C)c os. '/.(A+C— B) ~| 


sen.A sen.C 


J 


ed inoltre rilevandosi dall’ equazione acos.’ — — 1 -J- 

co s.b*, che debba essere 

w r cos. '/a (A-j-B — C) eos.iA(B-{-C — A) 

2 L sen.A sen.C 

sarà , facendo gli stessi passaggi , che nel Problema an- 


58 , 


cos. 


] 


tiprecedente , sen. AD = 

V ^CQ. 1 /a(A-}-B-{-c)c0. 1 /a(A-f-B c)cO. , / 2 (a-{-C — B) co. 1 /a(B-j-C — A)\ 

sen. A 

E con una sostituzione analoga a quella dello Scol. del 
suddetto Problema , ponendo cioè A-j-B-(-C=aS , la 
precedente espressione di sen. AD si cambierà in que- 
st' altra 
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fe- 3 9- 


* 1S9. 

• 11. 


sen. AD 


BLEMEKTt 

a\/— cos.S cos.(S-— C) cos.(S— B) co8.(S— 
sen. A 


E sarà poi facile il congegnare , dopo questa e- 
sprcssione , quelle altre che rappresentano le pferpen 
dicolari sugli altri due lati del proposto triangolo 
sferico. 


A L I T E R 

an. Sia EFG il triangolo supplementale del propo- 
sto ABC, e dall’ angolo E ch’è supplemento del lato BC 
su cui cade la perpendicolare AD s’ intenda tirata nel 
lato opposto FG , cli'è supplemento dell’ angolo A , la 
perpendicolare EH , sarà 

sen. AD = sen. AB sen.B* = sen G sen.EG — sen.EH 
Laonde avendo lo stesso seno 1’ arco AD , c 1’ altro 
EH , dovranno esser 1’ uno supplemento dell’ altro 4 : 
che perciò essendo dati i tre angoli del triangolo sfe- 
rico ABC , e quindi i lati del suo supplementale 
EFG ; se si determini in questo la perpendicolare 
EH , si avrà l’ altra AD corrispondente nel trian- 
golo dato ABC col prendere 1’ arco supplementale dell’ 
arco EH. 

212 . Cor. Dalla dimostrazione recata nel princi- 
pio del precedente Aliter si rileva che : la perpendico- 
lare in un triangolo sferico , è supplemento della perpen- 
dicolare nel triangolo supplementale di esso , abbassata 
nel lato opposto , da quell' angolo eh' è supplemento del 
lato su cui cadeva la perpendicolare nel primo tri- 
angolo. ' 


\ 
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PROPOSIZIONE XII. 

problema. 

• v _^ ai3 - Dati * tre an 8° u del triangolo sferico fig 38. 

> determinare i segmenti BAD , C^Z> di un 
mugolo A prodotti dalla perpendicolare abbassata da 
«sso sul lato opposto ; ed i segmenti £D , DC di que- 
sto lato. ’ 


Solus. Essendo cos.AD = cos. B cos. C ¥ 

sen. BAD sen.CAD * 

, cos. B cos. C 

^ semBÀD sèn . CAli ’ 6 1 UÌndÌ; 

cos.B i cos.C sen. BAD : sen.CAD 
dalla quale analogia si lia poi 

COS. B + cos.C ; cos.B — cos.C :: 
sen.BAD -|- sen.CAD : sen. BAD — sen.CAD 

e cos.B — cos.C sen.BAD — sen.CAD 

cos.B-f-cos.C sen.BAD-j-sen.CAD 
la quale equazione ridotta per mezzo de’ numeri v, fi, Vii 
ed vili del $. 6a. darà 

t.'/a (B+C) t.«/ a (B— c) = C0t.l/ a (BAD+CAD) t.*/ a (BAD— CAD) 

e quindi 

t.'/ a (BAD— CAD) =3 t.'/ a A. t.i/ a (B-f-C) t.*/ a (B— C) 
che perciò risultando determinata la differenza de’seg- 
menti dell’angolo verticale, lo saranno per conseguen- 
za anche questi ; ed allora ne’ triangoli sferici rettan- 
goli BAD , CAD sara facile il determinare ali archi 
BD , DC. - \ 8 

ai 4» Scoi. i. Dall’ analogia ritrovata nel presente 
Problema, cioè 

cos.B : cos.C sen.BAD : sen.CAD • 
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si rileva , che essendo eos.B > cos.C debba anche es- 
sere sen.BAD > sen.CAD. Or quando eos.B è mag- 
giore di cos.C , T angolo B risulta minore dell’ al- 
tro C ; e nel tempo stesso dovendo essere sen.BAD 
maggiore di sen.CAD , quell’ angolo è maggiore di 
questo. Adunque si vede che: Il segmento maggiore 
dell' angolo verticale di un triangolo sferico corrisponde 
verso quella parte ove sta V angolo alla base minore } 
ed al contrario. 

ai 5 . Scol. Intorno alla soluzione di questo Pro- 
blema bisogna fare la stessa avvertenza che fu fatta per 
quella dell’ antiprecedente , al n.° 109. 


/ 
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CAP. Vili. 


l43 Iib. 4- 


Della misura sella .superficie , e del perimetro di 

UH TRIAKGOLO SFERICO. 


PROPOSIZIONE xni. 


PROBLEMA. 

116. Dati i tre angoli di un triangolo sferico ap- 
partenente ad una sfera di un dato raggio ; determinare 
la superficie di quel triangolo. 

Sia il triangolo sferico dato ABC. Si compia dal- fig.^o. 
T uno de’ suoi lati BC il circolo BCDE , e poi si pro- 
lunghino gli altri due lati BA , AC da una parte tino 
alla circonferenza di quel circolo in D , E , c dall’ 
altra finché s’incontrino in F. E poiché l’arco EAC è 
di 180 0 del pari che l'altro ACF*, sarà perciò. 1’ arco * n5. 
EA uguale all' altro CF ; e similmente si dimostra 1’ 
arco DA uguale a BF. Ma è poi l'angolo sferico BFC 
uguale all’altro BAC*, e questo al suo verticale DAE*. * • a 7- 
Laonde i due triangoli sferici BFC , I)AE saranno 
tra loro uguali * , e quindi la porzione' di superficie • j^ 9 . 
sferica racchiusa tra i due semicerchi ABF , ACF , 
la qual dicesi ordinariamente fuso , sarà uguale alla 
somma de’ due triangoli sferici ABC , E AD. Or sic- 
come il fuso A BFC è uguale al prodotto del diame- 
tro della sfera cioè di aR nell’ arco di cerchio massi- 
mo che misura 1’ inclinazione de’ due. cerchi ACF , 

ABF da’ quali è terminato , ridotto nelle uuità del rag- 
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gio (') ; e che un tal arco è dello stesso nvmero di 
gradi e minuti che l’ angolo sferico A del triangolo 
proposto; perciò sarà la somma de’ due triangoli sferici 
BAC , EAD=AX2R. Similmente, siccome la somma de’ 
due triangoli sferici ACB , ADC compie il fuso BADC , 
perciò sarà BAC-f-ADC=BX*R ; e cosi pure si ve- 
drà esser BAC+EABr^CXaR , mentre questi due ul- 
timi triangoli sferici formano il fuso CAEB. Laonde 
riunendo in una somma queste grandezze , ed in un* 
altra que’ prodotti che gli sono rispettivamente uguali, 
sarà 3 BAC+EAB+ DAC+EAD = (A-f B+C) aR. Ma 
BAC+EAB+DAC-l-EAD forma, come si vede, la super- 
ficie dell’ emisfero EBCDA , la quale adequa il pro- 
dotto 36 o°XR, o i8o°X 2R, supposto che il primo fat- 
tore i8o° si riduca all’ unità del secondo. Adun- 
que sarà 

( aBAC -f 180° ) aR = ( A -f- B + C ) aR 
e quindi togliendone di comune i8o° X aR , e pren ! 
dendo le metà de’ due re sidui , sarà 

BAC = ( A + B + C — i8o« ) R. 

Vale a dire , clip : la superficie di un triangolo sferico 
di una data sfera , è quanto V eccesso della somma de' 
suoi tre angoli su i8o° ridotto in parti del raggio della 
sfera , e multiplicato per questo. 


» 4 - 


(*) N. B. Si può dimostrare come nella Prop. del Lib. UT. 
che il fuso ADBE stia all' altro AEBF , come DE ad EF , dal che 
rilevandosi poi facilmente , che l'intera superficie sferica stia ad un 
suo fuso ADBE , come la circonferenza HKC all'arco DE , o come il pro- 
dotto di quella circonferenza nel diametro al prodotto del diametro stessa 
nell’ arco DF. , se ne dedurrà , che siccome quel primo prodotto pareg- 
gia la superficie della sfera , cosi il secondo debba uguagliare il fuso 


ADBE. 


/ 
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I ij. Scol. Questa semplicissima esibizione della 
superficie, di un triangolo sferico è dovuta al Wallis; 
ed ossa ci mostra , che : È la stasa la superficie di 
tutti i triangoli sferici di una sfera , ne' quali la 
somma degli angoli è la medesima. Ed essendo diverse 
queste somme , tali superficie sono proporzionali all' ec- 
cesso di esse somme sopra i8o°. 

II qual carattere di eguaglianza , e di rapporto de’ 
triangoli sferici è incomunicabile co' triangoli retti- 
linei. 

PROPOSIZIONE XIV. 

PROBLEMA. 

118. Determinare V aja di un triangolo sferico dati i 
suoi tre lati. 

* 

\ 

Soluz. Questo Poblema si vede chiaramente che 
si potrehbe ridurre al precedente , quando da’ tre lati 
dati si passasse a determinare i tre angoli del trian- 
golo sferico. Siccome però non v’ ha bisogno de’ 
tre angoli , ma della loro somma per esibire l’ aja 
di un triangolo sferico , cosi es^o sarà più facilmen- 
te risoluto riducendolo al seguente: 

Dati i tre lati di un triangolo sferico , trovare la 
somma de' suoi angoli. 

Sien dati i tre lati a , b , e » opposti rispettiva- fi s . 35 . 
te agli angoli A , B , C , e chiamisi a s la loro som- 
ma. E poiché cos. >/ a ( A-f-B+C ) . 

te cos. '/ a (A-fB) cos. '/a C sea.'/a (A-j-B) sen.'/a O • 41 

>9 
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= ( cos.'/a A cos.'/a B — sen.'/a A sen.'/a B ) cos.'/ a C 
• 45 . — (sen.'/a A cos.'/a B -J- cos. «/a A sen.'/a B ) sen.'/a C* 
sostituendo per sen.'/a A, cos.'/a A, sen.'/a B, cos.'/a B, 
sen.'/a C, cos.'/a C i loro rispettivi valori ne’ lati del 
triangolo proposto ( la forma de’ quali , pe’ seni fu 
rinvenuta nella dimostrazione della Regola II a . Nepe- 
riana , e pe’ coseni si ottiene col metodo stesso ivi tenu- 

A 

to , appiicato all’ equazione 1 -j- cos.A^sa.cos. — ) e ri- 
ducendo col sostituire s per la semisomma de 1 lati 
a , b , c , si avrà 

A-f-B-f -C r s «en.(i — a ) » sen s sen.( s— fr } 

I ceti /» celi /> » 


cos. 


V 


•en ( s — 1> ) »en.(s- 


sca.fr scu.c 
) ^'tcn (s — a) sen.(s- 


sea.fr sen e 


sen. a sen.c 


sen. a sen.c 

sen.(j— c) 
a sca.fr 


-[V 


«)~| tsen.s se 
J ’ sen.a 


sen (.— fr) »en.(s — c) . sen.s se n,(s — fr) 

V t„ n „ .... .. + 


sen . b sen.c 


^ j sen.s sen.(s— -q) /sen.(*~ -a) sen.(s- 

* sen.fr sen.c V 


sen a sen c 


-’]v 


_ sen i sen.( s— a ) s«n.( s—b ) sen.( s — c ) ^ 
sen.a sen.fr sen.c 

sen.( s — c ) — sen.( s—b ) — sen.( s — a ) 


sen.a sen.c 
sen.(s— a) sen.(s— fr) 
sen a sen.fr 

sen. s — 


[ 


-1 

*6i.VI. Ma sen.s — sen.( s — c ) = 2. sen. '/ a c cos.( s— '/, c )* = 
2, sen. '/a c cos.'/a ( a-\-b ) ; e sen.( s — ■/> ) sen.(r — a) = 

*6a. V. 2. sen. (s — '/a (a-|-ò) ) cos. */i (a — b) * = . 

a.sen.'/a'C cos.'/a ( a — A ). Laonde sarà 

6en.s — sen. ( s — c ) — ■ * sen. ( s — b ) — sen. ( s — a ) 
-fc= — 2 .sen. '/a c [ cos.'/a ( a — b ) — cos.'/a ( a-\-b ) ] 

• 48. = — 2. sen. '/a c X 2. sen. '/a ò sen.'/ a a*; e quindi 

A 4 -B 4 -C 4 sen. ' 4 a sen.'/a b sen.'/a c / 

COI. — ■— — — — £ . Vsen.sX 

2 sen.a sen . b sen.c 

sen.( s — a ) sen.( s—b ) sen.( s — c ) 

• 45. Che perciò essendo sen.assaseo.'/a a cos, '/a a *, e *i« 
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Analmente riducendo scn.b, sen.c, e poi facendo quest* 

«1111113 sostituzione nella formola 'precedente , si avrà 

A-f-6-|-C V se.*. se.(.T — a) se.(s — è) s e.(s—c) 

cos. = . 1 

a acos.'/au cos.'/a» cos.yic 

la qual formola rinvenuta dal Cagnoli è assai più co- 
moda pel calcolo dell’ altra che ne diede il de Gua pec 
la soluzione del presente Problema. 

SCO LÌ O GENERAL E- 

219. Siccome in ogni altro caso di tre parti data 
Bel triangolo sferico , sempre si viene ad avere due 
angoli ed un lato , o due lati e un angolo - r cosi de- 
terminandosi nel primo caso il terzo angolo , e nel 
Secondo il terzo lato , si risolverà il Problema della 
valutazione dell’ aja , riducendolo ad uno de’ due pre- 
cedenti : che perciò ci asterremo dal qui recar* 
per questi altri casi soluzioni dirette , tanto più eh* 
queste manoducono a formole incogrue pel calcolo lo- 
garitmico. 

11 Signor Cagnoli nella sua dottissima Trigono- 
metria raccomanda , per 1' utilità di cui può essere nella 
descrizione de’ Planisferi , che sia ripetuta e divulgala la 
regola del Signor de Gua per ridurre in settori circolari la 
superficie del triangolo sferico , la qual regola egli chia- 
ma meccanica determinazione , quantunque in realtà non 
sia che una geometrica costruzione della formola di so- 
pra recata* per 1’ aja del triangolo sferico: ed una tal • a i6. 
costruzione ottiensi nel seguente modo. 

Si descriva col centro O , e col raggio della sfera fig . 41. 
della cui superficie è parte un triangolo sferico, il cer- 
chio ACB; e nella sua circonferenza si prendano , da un 
punto A gli archi AC di 90°, ed ACB = ■/> ( A-f-B-f-C ), 

A, B, C dinotano gli angoli del triangolo sferico. 

* 
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Finalmente si giungano le OC , OB , sarà il settore 
COB = «/a ( A-j-B-j-C — i 8 o° ) X ’/a II, cioè la quarta 
parte del proposto triangolo sferico. 

PROPOSIZIONE XV. 

"■t i • •*' >* • v* -vn ) .- v 

PROBLEMA. 

220. Dati i Ire angoli di un triangolo sferico de- 
terminare il perimetro di esso. 


Soluz. Per risolvere il proposto Problema , elle , 
come si vede , è l’inverso di quello al quale si era ri- 
dotto il precedente , si prenda la forinola in quello 
trovata , dinotante il coseno della semisomma do' tre 
angoli ne’ lati , ed essa si trasformi per mezzo del tri- 
angolo supplemcntale . si avrà la seguente altra 

sen a ~^~^~ c V — co.S co.(S— A) co.(S — B) co.(S — C) 

a a.seii.'/j A seu.'/a B sen.Ma C 

che soddisfa al presente Problema , e nella quale S 
rappresenta la semisomma degli angoli. 
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TRIGONOMETRIA. 
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LIBRO V. ■* 

t 

tJ90 DELLE FORMOLE TRIGONOMETRICHE NELLA 
SOLUZIONE DI TALUNI PROBLEMI GEOMETRICI. 


1*' 

lai. Allorché tra i dati di un Problema geometrico 
Contengonsi quantità angolari , o pur che queste deri* 
vinsi nello svolgiménto delle conseguenze che si fa 
per pervenirsi da que’ dati a fissar l’ equazione al 
Problema , supposto che esso algebricamente si risolva , 
te mai la natura del Problema è tale che il quesito 
si richiegga in valore , e non già geometricamen- 
te ; in tal Caso la Trigonometria offre pronti mezzi 
per riuscire. Siccome però è vantaggioso il ricorrere 
alle formolo Trigonometriche nel cennato caso, costò, 
per servirmi di una frase del Cartesio , un peccato 
in Geometria , contro del quale meritamente griderebbe 
Euclide , e tutta la Scuola Euclidea , se di esse si 
facesse uso , quando dell’ equazione al Problema se ne 
Volesse una Geometrica composizione ; su di che som- 
mi Geometri moderni hanno posta si poca avvertenza 
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et’ è ormai passato in costume di frammischiare nelle 
geometriche soluzioni di que’ Problemi , che cpediante 
1’ Algebra si maneggiano , ove occorrano triangoli dati 
di specie , formole comprendenti seni e coseni , o al* 
tre linee trigonometriche , come se nulla ripugnasse 
alla severa Geometria l’ intrudere , nelle sue operazioni 
esatte , quantità approssimanti. Ciò non ostante si può 
anche in questi casi usar talvolta di esse con giudizio 
e con grandissimo vantaggio , senza derogare al rigore 
di un’ esatta composizione geometrica del Problema , 
come nel seguente Libro faremo rilevare. 

Le ragioni finora dette mi hanno determinato a 
trattare in questo Libro e nel seguente di Applicazio- 
ne della Trigonometria a ricerche geometriche , stiman- 
do , che siccome da una parte non bisognava tralasciare 
di far conoscere l’ uso vantaggioso che di essa può 
farsi nella risoluzione de’ Problemi , dall’altra doves- 
sero tali considerazioni a dirittura separarsi dall’ or- 
dinaria Applicazione dell’ Algebra alla Geometria , ove 
le equazioni de’ Problemi convien che sieno geometri- 
camente costruite . Ed acciocché meglio s’ intenda 
quanto ho finora accennato circa la distinzione dell’ 
esibizione del quesito di taluni Problemi in valore, 
o geometrica costruzione , que’ Problemi che tratterò 
nel presente Libro in riguardo alla prima specie di 
quesito , verranno anche recati nell’ Applicazione del- 
1’ Algebra alla Geometria , che formerà il secondo 
volume del Corso di Analisi già altra volta da me 
promesso al Pubblico con un Manifesto , e che dopo 
del presente Trattato di Trigonometria mi preparo a 
dare alle stampe. Soggiugnerò inoltre , che il presente 
Libro forma come una continuazione de' due ultimi Capi- 
toli del Libro II. e IV. del presente Trattato , avendo 
recati in quelli solamente un certo numero di que’ 
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Problemi in cui i dati e il quesito alle immediate re- 
gole della risoluzione del triangolo gli rimettevano , 
sicché si potesse per risolverli fare anche a meno di 
ricorrere a simboli , e a maneggio di equazioni. 

PROPOSIZIONE I. 

problema. 

iaa. Esibire quel triangolo di cui sia data l'aja , il 
perimetro , ed uno degli angoli. 

Solus. L’aja sia espressa da a a , il perimetro da/j. n. 
p , e 1 ’ angolo dato sia B ; e suppongasi che per 1 * e- 
sibizione del quesito del proposto Problema si voglia 
in prima determinare il lato AC , che si chiami x , op- 
posto a quell’angolo dato. Si abbassi da uno degli altri 
due angoli A la perpendicolare AD sul lato opposto 
BC. E poiché nel triangolo ABC è dato l'angolo in 
B , e l’ aja , dovrà esser dato anche il rettangolo de’ 

ia % 

lati AB , BC , che verrà espresso da — • 

r sen.B 

Ed essendo AB-j-BC=/> — x, sarà AB , -{-aABxBC-f-BC* 
e=zp*—ipx-\-x’ l —p*— r ipx-\- AB'-j-BC 1 — 2 ABxBC cos.B ; 
e quindi 2AB X BC ( 1 -f- cos.B ) = p* — apx , 
cioè ponendo per 2ABXBC il valore poc’anzi tro- 
vato , sarà ..... 

, r 1 + cos.B v , _ 

p 2 2px =: ( - — ) =5 4 a% cot. >/ 2 B ¥ * 5g. 

v- sen.B s 

, ■*!>' , T, 

x — ’/i p — cot. y 2 B 

E gli altri due lati, si determineranno per mezzo del- 
le forinole esibite nella Pfop. XVIII, del Lib, II. 
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ia 3 . Scol. Nel risolver» il presente Problema sì è 
preferito di determinar prima il lato AC opposto all* 
angolo dato , come aveva fatto il Cagnoli , nella sua 
Trigonometria ; poiché per tal modo la soluzione rie- 
sce più facile , pervenendosi per la determinazione di 
tal lato ad una equazione di 1®. grado ; mentre vo- 
lendo esibire prima un de’ lati adiacenti a quell’ango- 
lo , come ha fatto il Newton , 1 ' equazione al Proble- 
ma, per la determinazione di un di essi, sarebbe stata 
di 2°. grado , come intuitivamente si vede , dovendo 
tal’ equazione includere i valori dell’ un lato e dell’ 
altro , mentre questi stanno similmente a tutte le con- 
dizioni del Problema. 

PROPOSIZIONE II, 

PROBLEMA. 

» 

/s i*. 124. Esibire un triangolo ABC, in cui i tre lati AB , 

A C , CB , e la perpendicolare CD sieno in geometrica 
proporzione. 

-i 

Soluz. È chiaro dall’enunciazione, che il trian- 
golo non sia cercato che di sola specie , che perciò la 
presente ricerca si riduca a determinare gli angoli. 
Per ottenere ciò, si abbassi dal punto A sul lato op- 
posto BC la perpendicolare Ac , e da c sulla BA l’ altra 
perpendicolare cd. Ed essendo 

4 BA ; Ac Bc : cd 

e BA : AC :: BC : CD 

• ji.V. sarà BA : Ac :: BA; AC * 

che perciò 1’ angolo in- C dovrà esser retto } cioè la A» 

dovrà coincidere con la AC. 
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Ciò posto sta 

AB : AC :: i : cos.A * * 

AC : CB :: i : tang.A* * 

che perciò dorrà essere , per le condizioni del Pro- 
blema , 

1 : cos.A :: 1 : tang.A 
sen.A 

e cos.A = tang.A = -~ 

cos.A 

cioè cos.* A =r sen.A 

o sia i — sen.* A =: sen.A 

la quale equazione risoluta dà sen.A r= — */» V 5 

=; cos.B ( si tralascia il segno — del radicale , come 
conducente ad assurdo nella presente quistione ) cioè 
sarà , trascurando i secondi , 1’ angolo A ss 38° 'io' <, 
e l’altro B = 5i° 5o'. 

»a5. Scol. La soluzione qui esibita del proposto 
Problema dà luogo alla seguente geometrica composi- 
zione del medesimo. 


Sul diametro AB di un semicerchio ACB si elevi fig- 
la perpendicolare BE uguale al raggio di tal cerchio , 
e congiunta la AE , se ne tagli la EF uguale al raggio 
Stesso ; e poi si applichi in quel semicerchio , dal punto 
B, la BC uguale alla AF , e giungasi la AC ; sarà ACB 
il triangolo cercato. 

Imperocché essendo AE* — EF* = AB* ; sarà 
AB* = (AE-fEF) FA = (BA+AF) AF = (BA+BC) BC 
= BAXBC-f-BC* = BAXBC-|-ÀB’ — AC*. Laonde sarà 
BAXBC=AC* ; e perciò BA : AC :: AC : BC , ed insie- 
me come BC : CD *. • g. TJ( . 
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PROPOSIZIONE ni. 

PROBLEMA. 

,26. Nel quadrilatero ABDC, che ha gli angoli im 
B 1 C retti ; dati i lati AB , AC , e l'angolo A compreso 
da essi , determinare gli altri due lati CD , DB , e le 
diagonali AD , BC. 

Soluz. Si prolunghino i lati AC, BD del quadrilatero 
finché s'incontrino in E, e pongasi AB = a , AC ss b. 

£ poiché sta AE : AB :: 1 : cos.A, sarà AE ss ■■ 

cos.A. 

a quindi CE ss — — b. E cosi pure , essendo 

cos. A 

BA : BE :: 1 : tang.A , sarà BE = a X tang.A. 

Or pe’ triangoli simili ABE, DCE sta EB : BA : EC : CD 

a 


cioè a X tang.A ; a :: 

fi 

CD = 


cos.A 

h 


cos.A tang.A tang.A 
a — b cos. A 


— b : CD. Adunque sarà 

a b 

r — r = 

sen.A taug. A 


sen.A 

E similmente, se si fossero prolungate le AB, CD sino ad 

• • 1 Tir. , . . . , h — a cos.A 

incontrarsi , la BD dovrà risultare uguale a - . 

sen.A 

Si sono dunque ottenuti i valori de’ lati BD , 
DC. Ed è poi pel triangolo BAC , la diagonale 
BC=V( a ‘+^* — cos.A); e pel triangolo rettango- 
lo ACD 1 ’ altra diagonale AD ss V ( AC*-f>CD* ) ss 

V a ab co6. A ^ 

sen.A 

Adunque si è interamente soddisfatto alle condizioni 
del proposto problema. 


V r ,a — b cos.Av’ "} 

[‘• + (-^r) ] 
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PROPOSIZIONE IV. 
problema. 

327. Dato V angolo solido O di un parallepipedo fa' 
qualunque , ed i tre lati OA , OP , OQ intorno ad esso j 
determinare quel solido. 

Solux . Col centro O , e col raggio OA s’ intenda 
descritta una superficie sferica , e sia ABC quel trian- 
golo sferico di questa , che sottende l’ angolo solido 
proposto , che or trovasi al centro di essa , e del quale 
saranno dati i lati a, b , c , come dell’ istesso numero di 
gradi e minuti degli angoli che essi rispettivamente sotten- 
dono. S’ intenda abbassata da A sili piano opposto 
POQ la perpedicolare AE , e per questa , e pel centro 
O s’ intenda tirato un piano che segnerà in quel triango- 
lo sferico 1 ’ arco AD perpendicolare all’ altro CD , e 
si avrà 

aVsen.i. sen.fs — a) sen.fi — b) sen.fi — e)* • 3064 

sen.AD ss • - - - — 

sen.a 

e quindi , dinotando la OA con r , sarà AE = 

AO sen.AD , cioè 

, _ 2 r V sen.i. sen.fi — a) sen.fs — b) sen.fi— c) 

AE at . ... - ■ 1 — — : - 1 ' 

sen. a 

Or il parallelogrammo costituito ?o’ lati PO , OQ , 
e coll’ angolo dato da essi compreso , ponendo PO 
s= p , ed OQ ss q , ha per espressione del suo valore 
pq. sen.a. Adunque la solidità del proposto parallele- 
pipedo sarà espressa da 

V sen.i. sen.f s — a ) sen.f *— • b ) sen.f s—c ) 

328. Scol. E da ciò risulta , che se nella pirami- fit- 
de triangolare AOQP «iene dati i tre lati AO, OP, 

à 
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OQ intorno al dato angolo solido in O, la solidità di 
essa si avrà prendendo la sesta parte di quella del pa- 
rallelepipedo che si compirebbe col dato angolo soli- 
do O , e co’ lati OA , OP , GQ. E sarà poi faci- 
le il ridurre al caso precedente la valutazione del- 
la solidità di una piramide , dati tutti i sei lati di 
essa . 


PROPOSIZIONE V. 


problema. 

Jtf. 49. 229. Con gli slessi doli del Problema precedente ; 

determinare le diagonali di quel parallelepipedo. 

Solux. É chiaro ebe queste diagonali sienó quat- 
tro , due che sono quelle stesse del parallelogram- 
mo AOEF, che passa pe’lati AO, EF del paralle- 
lepipedo, e due altre che appartengono per diagonali 
all’ altro parallelogrmmo HPQG , che passa pe’ lati PH , 
QG di tal solido. 

Or ecco in qual modo bisognerà condursi per deter- 
minarle. 

OE*=OP*-fPE a 4-aOPXPE co. P0Q=rp‘+q*+2pq co.» 
è quindi OE a V( p'-\.q'-\*‘ipq cos.a ). Ed è poi 

PO’-j-QF.* — PE* p -|- q cos.a 

• n. cos.POE=— — — —*3= — — -■ ■ ' ■■■ 

2POXOE V cos.a ) 

PE X sen.POQ q sen.a 

OE V( />*+^*+2/>q cos.a) 

Di più nell’ angolo solido O del parallelepipado pro- 
posto , conoscendosi i tre angoli piani in O , che Io 
comprendono, si potrà determinare l’inclinazione scam- 
bievole di que’ piani in cui essi esistono , col risolvere 
/(. 45. il triangolo sferico ACB che sotten de quell’ angolo solido. 
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per determinarvi gli angoli da’ lati* ; che perciò sarò * iaj. 

_ cos.6 — cos.a cos.c 

cos.B = * * iSr. 

sen. a sen.c 

e quindi nell’altro triangolo sferico ABC', che sot-fis- 47i 
tende l’ altro angolo solido in O compreso dagli ango- 
li piani AOP , POC' inclinati tra loro nell’ angolo 
dato B , si avrà 

cos .b' = cos.a' cos.c + sen.a' sen.c cos.B * • r5i. 

cioè , sostituendo per cos.a' e sen.a' i loro valori di sopra 
ritrovati , e poi riducendo , sarà 

,, . P cos.c +<7 cos.ò 

co s.b — cos.AOE = — 

V (p 3 + < 7‘-|- a / ,< 7 cos.a) 

Finalmente nel triangolo AOE essendo 


AE a = AO* -f OE’ + aAO X OE cos.AOE 

si avrà , fatte le convenienti riduzioni 

AE’=r a -j-/> 3 -f- < ?*4" 2 P l 7 cos. a-{-3/>r cos.c+a^r cos.ò 
E siccome il valore del quadrato dell’ altra diagonale OF 
non si distingue da quello della già ottenuta, se non perchè 
il coseno dell’angolo OAF supplemento dell’angolo AOE, 
è di segno contrario a quello di quest’angolo; perciò 
si avrà 

OF’=r*-j-/j*4-^ a -f-a/)q cos.a — ipr cos.c — 2 qr cos. 6 
Or per avere le altre due diagonali HQ , GP 
del parellelepipedo proposto , sarebbe bisogno di fare 
tutti gli stessi passaggi finora fatti , valendosi però 
dell’angolo solido in P invece di quello in O; ed 
in quell’ angolo solido , de’ tre angoli piani che lo com- 
prendono, i due HPO , OPE essendo i supplementi degli 
altri AOP , POQ ( c , a ) , due de’ tre che comprendo- 
no 1’ angolo solido in O , ( il terzo HPE è ugnale al 
terzo AOQ ) ; debbono perciò aver quelli i coseni di 
contrario segno a’ coseni di questi. Adunque si avranno 
le espressioni de’ quadrati delle diagonali HQ , GP cam- 
biando rispettivamente nelle già ritrovate per AE% FO* 
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i segni di cos.a , e cos.c ; e cosi facendo sari 

HQ '=r*+ P '+q‘ — a pq cos.a — ìpr cos .c+iqr cos.fr 
PG*=r a -f-/’ , +9* — V9 cos.a-j-a^r cos.c — iqr cos.fr 

23 o. «Scoi. Sommando insieme le espressioni ot- 
tenute nel precedente Problema per le quattro dia- 
gonali di un parallepipedo , si vedrà esser 

AE* + OF* + HQ* + CP* = 4 ( r'+p'+q' ) 

cioè : la somma de' quadrati delle quattro diagonali di un 
parallelepipedo i il quadruplo della somma de' quadra- 
ti de' tre lati intorno ad un angolo solido del me- 
desimo. 
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TRIGONOMETRIA. 


LIBRO VI. 

BELI/WSO CHE PUÒ' FARSI DELLE FORMOLE TRIGONO- 
METRICHE NELLA SOLUZIONE ALGEBRICA DI TALUNI 
PROBLEMI , CHE DEBBONO POI ESSER GEOMETRICAMENTE 
COSTRUITE 


a3 1 . Le forinole Trigonometriche , principali non 
sono altro , come si è tante volte veduto , che il risulta- 
mento di proporzioni geometriche nelle quali si è espres 
so un de’ termini per mezzo degli altri tre ; esse dun- 
que in loro implicitamente comprendono quelle ana- 
logie donde sono derivate , e quindi possonsi utilmente 
impiegare nel risolvimento de’ Problemi in risparmio di 
proporzioni risultanti da triangoli dati di specie. E 
questi Problemi resteranno tuttavia suscettivi di una con- 
venevole geometrica composizione, purché o quelle for- 
male , o analogie che esse dinotano , necessarie solamen- 
te allo sviluppo della catena de’ dati per conseguenza, 
svaniscano da loro medesime nell’ equazione finale al 
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Problema ; il che non di rado avviene , o pure ot- 
tenuta quella si sappiano esse maestrevolmente trasmu- 
tare ne’ convenevoli rapporti , che rappresentano. E 
noi P una e P altra delle suddette cose dinoteremo 
meglio co’ seguenti Problemi , de’ quali non ne abbia- 
mo multiplicato il numero , per lasciar luogo a' giovani 
di esercitarsi da loro medesimi. 

Avvertiremo intanto , che siccome P eleganza nella 
soluzione de' Problemi , la qual consiste principalmente 
nella faciltà della loro composizione , è la primaria qualità 
che i Geometri accorti vi richieggono ; cosi colui che si oc- 
cupa a risolverli deve sempre preferir que’ mezzi , nella 
multiplicità de’ metodi che la Geometria e l’Analisi som- 
ministra , che sono più conducenti allo scopo suddetto. 
Che perciò non converrà usare le forinole trigonometri- 
che per P oggetto sopraindicato , se non quando effet- 
tivo vantaggio se ne ritragga in ottenerne P equazio- 
ne : e debbono poi le trasformazioni da farsi , se mai 
occorrano per renderla scevra di quantità trigono- 
metriche , esser semplici , e facili ; sicché non si abbia , 
prima di giungere alla costruzione geometrica dell’equa- 
zione , a durar molti stenti , e molta fatica in renderla 
puramente algebrica. E potrà anche farsi uso di 
formo le trigonometriche in dimostrar Teoremi quan- 
do in * quelle dimostrazioni vi sia necessario P uso 
de’ triangoli simili , come in più luoghi del presente 
Trattato si è potuto vedere. 
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PROPOSIZIONE L 


iti. Dati i lati dì un quadrilatero inscritto nel 
tirchio i determinare le diagonali. 

Solux. Sia ABCD quel quadrilatero , i cui lati A* 4®*> 
AB, BC , CD, DA clicansi rispettivamente a , b , c , d. 

Si esprima inoltre con x la diagonale AC , e eoa 
jT 1’ altra BD. 

Ed essendo nel triangolo ABC, ar*=a*+à*— aa&cos.B 

c’+tT» — x % 

cs a a -j-/& 3 +aai cos.D} e cos.D = — ¥ , sarà ,, • 77 . 

**=a*+à»+aafc Q ■■ ^ * ). 

Donde si avrà 

1 s ( a a -|-£* ) cd -f- ( e*-f-d’ ) ab v 

9 A cd -J- ab * 

£ similmente si troverà essere 
— w / {a‘+d')bc + (b*+c*)ad a 

r “ V \ + ad / 

Le quali espressioni delle diagonali , sono , come 
)>en si vede , scevre da grandezze trigonometriche , e 
geometricamente costruibili. 


• V 
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proposizione n: 


PROBLEMA. 


a 33 . Date tre rette , ritrovare il raggio di quel 
circolo in cui essendo esse successivamente adattale , ver- ' 
rebbero a sottendere una mezza circonferenza. 

r , 

fit’ 4 b- Soluz. Sia ABCD il circolo cercato, ed AB, BC , 
CD dinofini le date tre rette , adattate successivamente 
in esso per corde , sicché 1 ' arco ABCD sia una mez- 
za circonferenza , cioè 180®. - . . 

Si dinoti la corda AB per a , la BC per b , e la 
CD per c , ed il raggio ignoto DE per x. Inoltre sf 
chiamino », fi , ^ gli archi AB , BC , CD ; sarà 

I • ’% j , 

• So- sen. «/, * = ~ » e cos.*/ 3 #=\/( » . — ££ ) 

sen. */* fi ss ~ e cos.*/ 3 £=V( ‘ V — ) 

* • ' * 

e finalmente sen. i/ 3 ^ = — • Or perchè i tre archi « , 

• - -u ■ — ■ ' v - v V 

/I, y compiono 180°; perciò ciascun di essi è quando 

180® meno la somma degli altri due. Adunque sarà 
sen. «/a y = sen.'/ 3 (\8o® — ) 

ss cos . */ a ( ) == cos . >/ 3 « cos . »/ 3 (3 — sen. i/ 3 * sen. 'fa fi 

e sostituendo per ciascuna delle quantità trigonometri- 
che contenute nella precedente equazione le loro cor- 
rispondenti espressioni simboliche di sopra ritro- 

vate , sarà 

é=v'(.-£)v(. -£) — £. 

Dalia quale Equazione , per mezzo delle oyyie riduzioni 
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«ì avrà quella al proposto Problema, ch’é la seguente 
*3 — y 4 -< a' -fò* -f-c* ) — »/j abe 
come per altre vie aveva ottenuto anche il Newton (*). 

SCOLIO, 

a34* Le soluzioni de’ due precedenti Problemi sono 
tratte dalla Trigonometria del Signor Cagnoli. 

PROPOSIZIONE in. 

■ ' ■ - • . • ' 5 . 

, problema. 

*35. Inclinare da un angolo A del quadrato ABCD Kg. S*. 
la retta AFE in modo che la parte FE di esca, che re* 
sta frapposta tra i lati delV angolo C opposto ad A , sia 
uguale ad una retta data. 

Solux. Pongasi ÀB=a , FE s± b , e tang.DAEsmjr, 

sarà perciò seg.DAE ss VC 1- } - -* 1 ) 

Or 1 : tang.A [r] :: At) [a] : DÉ = ax 
e perciò CE ss ax — a. Ma è poi • ‘ 

x : V ( »+ xi ) « CE [ ax — a ] : EF {ÀJ. 

Adunque sarà 

bx = ( a — ox)V(i+**) 

e quadrando ambi i membri si avrà 

b * x* — a* — a a* x ao* ** — 2 a* x* a* x4 

Or se suppongansi le linee trigonometriche sopraindica* 
te prese per un raggio espresso da a , l’ equazione 


(*) Arjth, Coir, S*ct. IV. Ctp. I. 
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proposta dovrà diventare uniforme ne’ suoi termini 
coll’ introducisi l’a per moltiplicatore o divisore con» 
Venevolmente ; ed essa prenderà perciò la seguente 
altra forma 


fc» x' dx a* — sa *x+aa* x * — iax* -f- x 4 
nella quale la x non rappresenta più la tangente tri» 
fonometrica della 'favole ; ma bensì la retta DE. 

n36. Scol. L’ equazione quassù otteuuta è identica 
a quella , che per altre vie ottenne 1* Hopital (') | 
ed essa si abbasserà al secondo grado » aggiungendo 
«* x* ad ambo i membri « e poi estraendo da essi la 
radice quadrala , per mezzo della quale operazione 
■i avrà 

, x a — - ax -f- a* =<= ± x ) = ■+ ex 

ponendo a*-j-ò*=c\ Sicché quell’ equazione_sarà il prò» 
dotto delle seguenti altre due 

x* — ( ò+c ) x -J- a* = o 
x* — ( a — c ) x -j- a* = o 

ove la X non rappresenta più la tangente trigonometri- 
ca di un angolo , ma effettivamente una retta come la 
DE , subitocbè il raggio trigonometrico si é cambia- 
to in questo caso nella quantità a , che rappresen- 
ta la AB. Ed avrà quindi luogo V istessa composi- 
zione del Problema che diede l’ Hopital nel luogo 
citato. 




(*) Scoticai Coniami Liv. x* 



\ 
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PROPOSIZIONE IT. 

• * * t • , . m l 

noiiivi. 

• 1 ■ i • • . • . \ 

a3y. Divìdere in tre parti uguali un dato angolo 
rettilineo , o f arco cfte lo sottende. 

Solux. Essendo sen. 3$ ss 3 .sen. 2 $ cos.$-— sen.^ ' 
s= 4 cos '*9 sen. 9 — sen.q» 
ss 4 -sen.$(i — sen.*$) — sen.^ 
ed eseguendo la multipli cazione , ed ordinando per rap» 
porto a sen. 9 , sarà 

4>sen. s $ *— 3.sen.$ -f* *«*> -3$ ss o - 

Or si dinoti per q la corda dell’ arco 3^ ,, e per 
s quella dell* arco 9 , le quali corde sono i doppj de* 
seni rispettivi di essi archi , la precedente equazione 
si trasformerà nell’ altra tra esse corde 
s* — - 3* -f- q ss o 

eh’ è quella stessa che per mezzo di considerazioni di 
triangoli simili aveva ottenuta il Cartesio nel Libro 
IQ. della sua Geometria. Ed essa geometricamente 
costruita darebbe la composizione del proposto Pro- 
blema. 

'-SCOLIO. 

a38. E qui non panni fuor di proposito , ritornando 
•1 Teor. sulle corde dimostrato nel Lib. I»* di far*Pr-VL 
federe come senza né meno ricorrere alle riduzioni 
fatte nella forinola del seno dell' arco triplo , si possa 
agevolmente ottenere 1’ equazione al proposto Problema 
o anche a quello universale di : Dividere un ateo dato 
in qualunque numero di parti uguali. , . 


j65 M> <*• 
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fi t . 7. In fatti ponendo la prima corda AB=z e la su* 
supplementale BH , che dovrebbe essere espressa da 
\/ (4 — ** ) , dinotandola per brevità con y , si avrà 
per le corde AB , AG ,, AD , AE AF , AG , ec. che 
\ chiamerò I, II, III, IV, V, VI ec. la seguente 

tavola \ 


J; corda = z 



n. 

ss zy ^ ■ 1 ^ 

, 

ni. 

= z ( /— 1 ) 


IV. - 

= z ( y*— *y ) 

\ 

V. 

— * ( y 4 — 3 j’-f 1 ) • 

VI. 

== z ( y— 4 j 5 4-3^ ) 


VII. 

= * ( ) 


vili. 

= Z ( y’’ — 6/+ioy — 4 r ) 


r éc. : : ' v 


E ponendo nell’ espressione della terza .corda che 
chiamerò <7, V (4— *’) invece #>» si otterrà di nuovo 

l’equazione al precedente Problema, e cosi per le altre. 

239. La legge onde progrediscono le espressioni di 
sopra recate , ordinate rispetto alla y , e la seguente. 

i.° I termini della formola di ciascuna di tali corde 
alternano pe’loro segni. 

a.° Gli esponenti della y van decrescendo del nu- 
mero a. * 

3.0 I coefficienti de’ secondi termini delle suddette 
espressioni formano la progressiohe de’ numeri naturali 
© , o , a : a, 3 , 4 , 5 , ec. I coefficienti de’ terzi termi- 
mini sono i numeri triangolari* di quest’ altra serie 
o , .0 , o , o, 1 , 3 , 6, to, ec- Quelli de’ quarti ter- 
mini sono i numeri piramidali della serie o , 0,0,0, 
o, o, r, 4 , ec. e cosi in seguito. E potrà pure la forma 
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di ogni termine di ciascuna serie rilevarsi dal termine 
generale di crii essa è' s suscettiva , essendo riducibile 
a differenze costanti. E finalmente la formola generale 
della corda di un arco che sia il mulliplice n di un al- 
tro , dalla quale dipende la divisione di un arco dato 
in un numero n di parti , saia la seguente 
n — 1 n — 2 n— 3 ( ( n - — 3 )(n — 4) 


■( 


1 1 . 2 . 

(n — 4) (» — 5) (n — 6) , « — 7 

1 . 2 . 3. 


+ ec.) 


E volendo inscrivere nel cerchio del ràggio 1 un 
qualsivoglia poligono regolare , cioè volendo dividere 
la sua circonferenza 2 ir nel numero ‘n di parti ugua- 
li , , basterà porre la precedente espressione generale 
uguale a zero ; poiché essa in questo caso divien tale, 
dinotando la corda di una circonferenza di cerchio ; e 
colla solita sostituzione di V ( 4 — ** ) P er y s * avrà 
1’ equazione dalla quale dipende la determinazione della 

corda dell’ arco — . 

n 


Ma chi desidera maggior estensione al presente 
argomento , legga la dotta Memoria del Signor Fergola 
inserita nel i.° Voi. degli Atti della nostra Reale Acca- 
demia dplle Scienze , dalla quale abbiamo noi tratte le 
considerazioni recate in questo Scolio. 
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LIBRO I. 


Alle Pnop. VII. Vili. 

Crediamo di far cosa utile a’ giovani recando qui 
1 ’ ordinaria maniera de' Trigonometri in dimostrare que- 
sti due Teoremi. • 

Sieno BE , ER gli archi proposti , i cui se- fig. 5 i. 
ni sieno EH , RD , e CH , CD i coseni: sia poi 
RN il seno della loro somma, cioè dell’ arco REB , 

PQil seno della differenza di essi , cioè dell’ arco PB. 

Si compia la figura come si vede. Ed essendo 
simili i triangoli CEH , CDG , sta CE : EH :: CD : DG , 
cioè ( chiamando 9 e 0 gli archi BE, ER, e dinotan- 
do per 1 il raggio CE ) 

1 : sen. 9 :: cos. 0 : DG s=sen. 9 cos .0. 

Similmente per gli altri triangoli simili RDF , CEH sta 
CE : CH :: RD : RF , cioè 1 : cos. 9 :: sen . 0 : RF. E 
sarà quindi RF = sen .0 cos. 9. Laonde la R 3 Y , cioè 
sen.( 9-f-0 ) , essendo = NF + FR , ossia a GD -f- FR , 
si avrà perciò 

sen.( 9 -f- 9 ) = sen. 9 cos . 0 sen .0 cos. 9 

Inoltre per essere RD”DP , è anche RF=FS; che 
perciò PQ =s DG — RF, darà 

sen.( $ — 0 ) ss: sen. 9 cos.0 — sen.0 cos. 9. 

Ritornando nuovamente agli stessi triangoli simili 

aa 


Dlgilized by Google 



NOTE. 


'[ i?o 

considerati di «opra , si vedrà che pe’ triangoli simili 
ECH , DCG debba essere CE : CH :: CD : CG , cioè 
L : cos. 9 :: cos .0 : CG == cos. 9 cos . 9 
e che per gli altri triangoli simili CEH , RDF si abbia 
CE : EH :: RD : DF , cioè i sen.9 :: sen .9 : DF 
= sen.9 sen.d. Laonde CN, eh' è uguale a CG — GN=s 
» CG — DF, sarà quanto cos. 9 cos. 6 — sen.9 sen. 0 , e CQ , 

eh’ è quanto CG-f-GQ , cioè CG+GN , per essere 
GQ=GN, siccome è PD=DR , sarà uguale a cos. 9 cos . 9 
+ sen.9 sen. 9 . Ma CN è lo stesso che cos,( 9-f-S ) , e CQ 
è quanto cos.( 9 — 0 ). Laonde sarà ’ 

cos.( 9+9 ) ss cos. 9 cos. 0— sen.9 sen .9 
cos.( 9 — 0 ) = cos. 9 cos.9+sen.9 sen .9 
E questa dimostrazione , col variar semplicemente 
la figura, si vedrà appartenere a due archi qualunque , 
purché però si tenga conto de’ segni de' seni e coseni 
degli archi dati. . < V 

Al Con. bella Prof. IX. 


» 5o. 
* 5i. 


L' espressione di tang. 39 si otterrà nel seguente 
modo 

tang.9 + tang.29 3 . tang. 9 — tang. *9 

tang. 09 — * — » - ■■■■ ' ' 1 * 

1 — tang.9tang.29 ' 1 — 3 . tang. *9 

A " ■*. 

E similmente si otterrchherq le espressioni per 
tang. 49 , 59 ec. 
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LIBRO lì. 


Alla Prop. IV. 

t’ enunciazione , e la dimostrazióne di questa Pro- 
posizione conveniva che fossero generalmente fatte » e non 
già in quel mòdo ché trovasi ordinariamente praticato 
nelle istituzioni di Trigonometria. 

Alca Prop. X. ed al suo Scolio. 

I due risultamenti ottenuti ne’ duo sopra, notati 
luoghi , possono servir di esempio per ciò eh’ è stato 
detto nell’Introduzione al Lib. VI. intorno all* uso , che 
può farsi delle forinole trigonometriche per la soluzione 
di taluni problemi geometrici. 


LIBRO III. 


• Alla Prop. III. 

Ciò che si dimostra in questa Proposizione , o suole 
assumersi senza prova , o pur dimostrarsi con ragiona- 
menti analitici approssimanti , è che ci avrebbero' di 
più obbligato alla ricerca della serie che rappresenta 
l’arco nel seno ; il che da noi si voleva evitare. Abbiamo 
perciò tenuta un’altra strada, che ci è anche sembra- 
ta più geometrica e rigorosa. 
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Alla Prop. IV. 

fit‘ a 4- E questa Proposizione si dimostra ordinariamen- 
te o col supporre che gli elementi delle tangenti 
AL , AM prossimi ad A si confondano cogli elemen- 
ti degli archi corrispondenti , che comprendono l’an- 
golo sferico , e quindi che quest’ angolo sferico sia quanto 
quell’ angolo rettilineo , e perciò anche quanto l’ al- 
tro in cui inclinami i piani de’ cerchi ADB , AEB ; 
o pure è fondala sulla considerazione , che moven- 
dosi la semicirconferenza AEB intorno all’ asse AB 
per descrivere la superficie sferica , il raggio OE per- 
pendicolare ad AB descrive col suo estremo E l’ arco 
ED , nel tempo stesso che l’ arco E A , passando da questo 
sito nell’ altro DA , costituisce così l’ angolo sferico EAD, 
la qual maniera di dimostrare da noi qui indicata può 
vedersi a disteso nella Trigonometria Sferica del Si- 
gnor Delambre. La nostra dimostrazione però ci sem- 
bra procedere più geometricamente , e mettere anche , 
come quella della Prop. precedente, più uniformità tra 
il metodo di dimostrare in questi Elementi di Trigo- 
nometria , c quello tenuto negli Elementi di Geome- 
tria Elementare. 

A quelle Prop. del Cap. IL che riguardano la 

.. MATURA DEL TRIANGOLO SFERICO. 

Le considerazioni intorno alla natura de’ triangoli 
sferici a noi pare che d ebhano premettersi a’ principi 
della risoluzione de’ medesimi ; poiché così richiede 1’ 
ordine geometrico : ecco perchè non siamo d’ accordo 
con qualche moderno Analista. 


/ 

./ 
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Alle Prop. X , XI e XII. 

Se i triangoli sferici si potcsserero sempre far coin- 
cidere , come avviene ne’ rettilinei , quando o hanno 
i lati T un 1* altro uguali , o due lati e 1’ angolo com r 
preso sono rispettivamente uguali, ec. , starebbero bene le 
dimostrazioni, che per queste Proposizioni si danno or- 
dinariamente , e che lo stesso Signor Cagnoli ha anche 
adottate nella sua Trigonometria. Ma la cosa non va ' 
così, come si può rilevare da’ secondi casi delle nostre 
dimostrazioni, le quali sono state fondate sulla corri- 
spondenza di un triangolo sferico con un angolo solido 
triedro. 


LIBRO IV. 


Alla Prop. II. 

È piaciuto a taluni , tal che al Delambre , di adot- 
tare per la verità euunciata in questa Proposizione la 
seguente dimostrazione . 

Sia il triangolo sferico BZA , e C il centro della fig. Sa. 
sfera cui si appartiene. Nel punto Z sien tirate le tangenti 
ZP, ZQ agli archi ZB , ZA, e fino a’ raggi CB , CA 
prodotti. Finalmente si congiunga la PQ. Il triangolo 
PCQ darà 

PQ* SS ZP* + ZQ* — aZP. ZQ cos.Z 

= tang.*ZA-f-tang.*ZB — a.tang.ZA tang.ZB cos.Z 

Il triangolo PCQ darà similmente 
PQ* ss PC* + CQ* — 2 CP. CQ cos.PCQ 

“ *ec.*ZA •+• sec.’ZB — a.sec.ZA sec-ZB cos-AB 
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poiché AB è la misura dell’ angolo PCQ. Sottraggasi 
la prima di queste equazioni dalla seconda , e si avrà 
o = . . . sec.’ZA — tang.’ZA -J- sec.'ZB — tang.*ZB 

— sec.ZA sec.ZB cos.AB a.tang.ZA tang.ZB cos.Z 
— 2. sec.ZA sec.ZB cos. AB-|-2tan. ZA tan.ZB cos . 25 
o=j —sec.ZA sec JZB cos. AB-ptang.ZA tang.ZB cos.Z 
cioè sec.ZA sec.ZB cos. AB— tang.ZA tang.ZB cos.Z -f- 1 

e dividendo tutto per sec.ZA sec.ZB r± r— ^ n« 

cos.ZA cos.ZB 

risulterà 

cos. AB— sen.ZA sen.ZB cos.Z + cos.ZA cos.ZB 
0 sia esprimendo i lati del triangolo per a , b , c , « 
gli angoli ad essi Opposti per A , B , C ; sarà , per 
un lafco a 

cos. a — sen.A sen.c cos. A -f- cos. A cos.c 
eh’ è la stessa forinola del nostro Teorema. 

Ma la dimostrazione qui recata non ci sembra 
nè più semplice pel numero de’ passaggi , e pe’ prin- 
cipi di riduzione de’ quali abbisogna , ne’ più naturale 
di quella da noi recata. 

Allo Scol. Gek. dopo lì Prop. XVI. 

Rispettivamente alla regola del Signor de Gua ripor- 
tata in fine di questo- Scolio conviene far avvertire , che 
la maniera da nor tenuta , in esibire la quarta parte di 
un triangolo sferico , ci ha evitato di star a consi derare , 
come fa il Cagnoli , i casi in cui la somma de’ tre angoli 
non ecceda i 270 0 , 0 sia tra i 270° e 36 o° : o final- 
mente oltrepassi questo limile. 
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LIBRO VI, 


Alla Phop. IV. 

Jjj prcieote Nota è un Rapporto fatto dall' Autore , alla Reale Acca- 
demia delle Scienze , nel 1S0S. , in occasione di alcune trisezioni 
d'aiuolo , che furono ad essa inviate dal Governo per esame. 



Signori Colleghi. 


II Problema della trisezione dell’ angolo , come a ' 
Voi è ben noto , è di origine tanto antica , quanto quel- 
la de’ primi tentativi geometrici . La ricerca della sua 
soluzione fii utile non poco a’ progressi della Geome- 
tria di que’ tempi ; poiché coloro che vi si applicarono, 
ritrovandolo restio a’ metodi ehe allora possedevano , 
ne esaminarono la natura , e quindi immaginarono una 
nuova ed importante divisione de’ Problemi in tre ge- 
neri , notissima a’ Geometri , 

Dopo che , trasportata l’Algebra in Italia , fu essa 
felicemente applicata a* Problemi Geometrie! , e che 
questi cominciarono ad essere classificati dal loro gra- 
do , si potè in molti modi dimostrare , che questo Pro- 
blema ama potevasi generalmente risolvere coll’ interse? 


Digitized by Google 



•7® N O T E. 

zione di cerchi , o di questi combinati con linee rette , 
e passò presso de’ Geometri per segno sicuro d’ igno- 
ranza il voler rintracciarne a questo modo la soluzione. 

La Storia che ci somministra qualche esempio di 
paralogismi presi nella Scuola Greca , da uomini anche 
versati nelle Matematiche , per lo problema della qua- 
dratura del cerchio , del (piai genere sono i tentativi fatti 
da Ippocrate Chio , e da Brisone ed Antifone , non ci 
dà neppur per ombra sospetto , che veruno abbia mai 
tentato di risolvere come piano il problema della trise- 
zione dell’ angolo , o l'altro della duplicatura del cu- 
lo . Tanto è vero che la prima di tali ricerche era 
permessa , perchè non dimostrata ripugnante alla Geo- 
metria , mentre la seconda , per questa ragione , era del 
tutto vietata . 

Non è avvenuto però lo stesso dopo il risorgimen - 
to delle Matematiche. Una folla di persone che appe- 
na avevano delibate queste scienze , e per le quali lo 
scioglimento di un Problema era un tentativo meccani- 
co e capriccioso , intrapresero a risolvere , col cerchio 
e colla riga , il problema della trisezione dell’angolo. 
Invano si proposero ad essi delle ragioni dirette per 
distorli da questo inutile tentativo ; le Matematiche so- 
no cosi fatte , che una ragione non persuade chi non 
possiede la catena di verità che la connette ad una se- 
rie di altre già note , che debbono necessariamente 
precederla . Né miglior successo si ebbe dall’ altra via 
indiretta di mostrar loro gli errori ne’ quali essi cade- 
vano nelle loro pretese soluzioni ! fu anzi^ questo nuo- 
vo espediente un motivo di non pochi altri errori ; 
poiché l’ abito di ragionar male si contrae e si estende del 
pari che quello di ragionar giustamente ; ed è perciò 
che dopo di aver essi convenuto de’ paralogismi presi 
iu una siluzione, ne ordivano in seguito cento altre 


Digitiz 


* 0 T t. IJJ 

ttoeneè , sène* mai persuadersi . Ed ha 3b«l ragion# 
di dire il- Signor Mo»tuda', » che no» mai è avvenu- 
» to , che un uomo il quale ha creduto di aver tro- 
» vate» la quadratura del cerchio , la trisezione dell’ an- 
» gelo , la duplicazione del cubo , o il moto perpetuo, 
» si Sia reso a’ ragionamenti i piè ciliari : negherà piut- 
i> tosto le proposizioni le ph'i semplici della Geometria, 
# come Cane da Molina , che non ne trovava meno 
à di a}; false nel t*. Life, di’ Euclide. » 

■ fr Questi motivi fecero finalmente decidere i Geome- 
tri a mai piu incaricarsi £ «duro che si proponevano 
per oggetto delle loro ricerche simili follìe geometri- 
che . E questa loro saggia determinazione * che nella 
fine del secolo passato fu sanzionata da ima delle prin- 
cipali Accademie di Europa , per mano del Signor di 
Condorcet , suo segretario perpetuo , neppure ha va- 
luto a liberare i Geometri e le Società dotte dalla per- 
secuzione de’ trisegatori . Nè sono mancali nel nostro 
paese coloro che in diversi tempi hanno tentato questo 
assunto ; ed io che da molt i anni vi professo le Mate- 
matiche , ho avuto spesso "occasione d* impiegar male 
il mio tempo in volerli persuadere ; per lo che mi so», 
convinto , che miglior espediente non v* era di quello 
che un vecchio Geometra straniero mi aveva suggerito, 
di abbandonarli cioè a loro stessi : nè mai più di tri- 
sezioni , e di trisegatori mi sarei occupato , se da que- 
sto rispettabile consesso non mi fosse stato imposto dj 
scrivere un rapporto intorno ad alcune di tali soluzioni a 
questa Accademia inviate per parere, dal -Ministro dell’ 
Interno < Ma come mettere ad esame delle scioc, 
chezze ? E perchè perdère inutilmente il tempo , 
ed impegnale un’ Accademia ad occuparsi in erro- 
ri conosciuti ? Io dunque ho creduto ben fiatto ohe 
un tal rapporto , anziché riguardare le follie de’ no» 
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stri trisegatori , che in genere di sciocchezze hall* 
no certamente superato i loro predecessori , dovesse 
concemere la natura del Problema stesso , ed indicar 
le ragioni dalle quali si rileva l'impossibilità di ri- 
solverlo in quel modo che essi pretendono. Ho quindi 
nel rapporto , che ho ora 1' onore di presentarvi sul 
Problema della trisezione angolare , raccolte non sola- 
mente le autorità di Geometri sommi, antichi e mo- 
derni , sulla natura di questo famoso Problema; ma 
anche que' principi geometrici su i quali queste autori- 
tà sono fondate , e per mezzo de’ quali una com- 
piutissima dimostrazione può formarsi dell’ assoluta im- 
possibilità a costruirlo « ol cerchia e con la riga n 

• * ' \ 
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ESAME GEOMETRICO 

i . • •' » 

Della natura dell’antico Problema della Trisezione 
dell’ Angolo. 


1 

Dopo che ì Geometri della più remota antichità 
ehber diviso un angolo rettilineo in due parli uguali , 
1’ ordine de’ progressi dello spirito umano ci porta na- 
turalmente a supporre , eh’ essi si dovettero subito oc- 
cupare a geometricamente trisegarlo , e può anche sup- 
porsi che , andando più in là , avessero cercato di di- 
viderlo in data ragione . Ciò posto è da presumere che 
questo Problema abbia avuta la sua origine nella Scuo- 
la di Pitagora; poiché Pappo ci ha lasciato nelle sue 
Collezioni notato^ che i Geometri i quali se ne occupa- 
rono , non seppero risolverlo , perchè non erano da 
essi ancora conosciute le Sezioni del Cono ; c tal teo- 
rica fu trattata completamente in questa scuola , mentre 
Aristeo Seniore , che scrisse cinque libri sulle curve 
coniche , ed altrettanti su i Luoghi Solidi fu , come 
rapporta Giamblico , il miglior discepolo di Pitagora , 
ed il di lui successore nella Scuola Ionica (’) . 

' . • ■ . i 


(*) II Signor Moirtuela , nella sua Stona delle Matematiche , ta 
di Aristeo seniore un Geometra della Scuola Platonica ; poiché ecco 
come egli si esprime : » Gn sait qu'Euclide etoit Matonicicn , et l’on 
» peut conjecturer qu“ il avoit puisè son habitué cn Geometrie sor tea 
» premier» sucéesseura de Platon. Nous le présumons tlissi d’Àri- 
» stee Géoinétre cèlebre de l' antiqui té , quoique peu corniti aujouriT 
» hui , a cause de la pene de ses ceriti ». in conferma di questa sua 
opinione , egli adduce il seguente luogo di Pappo: Euclidei auteat 
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I Geometri di que* tempi dovettero naturalmente 
tentare di costruire il Problema della trisezione con ar- 
tifizi d* Geometria Elementare ; ma essendo riuscite va- 
ne tutte le loro ricerche , conobbero che la natura di 
esso era tale che si esigeva per costruirlo 1* impiego 
di una curva diversa dal cerchio. Cominciarono per- 
ciò a considerare molte altre linee ; ed è a questo 
Problema che probabilmente si deve l’ invenzione del- 
la Quadratrice , della Spirale Cilindrica , della Concoi- 
de , della Cissoide, e delle Sezioni del Cono , colle 
quali curve avvertirono che potè vasi facilmente perve- 
nire a comporlo. 


secutus Aristaeum scriptorcm luculenCum in Ut quae de conicis tra • 
diderat : neque ante v ertens, neque vòltns eorum tractationem Jestruere, 
cum mitissimus esset et benignus èrga omnes : donde ricava che » Eucli- 
» de , avendo avuti por Aristeo de’ riguardi particolari , aveva dovuto 
» essere o suo discepolo , o suo amico ; poiché ( soggiugne egli ) , bi sa- 
rò gna essere ben attaccato ad un uomo , per non voler nuocere alla 
» sua gloria , aggiugnendo alle sue scoperte ». Noi non e' impegne- 
remo a dimoi tra re insussistente quest* argomento del Montucla , poiché 
senza verun dubbio Ariateo precede Platone per sette età , cioè per 
circa zoo .anni ; faremo però notare a tal proposito , eh* egli , parten- 
do da questo principio falso , ha poi urtato nell* altro ecoglio , di 
supporre , che il Problema della duplicazione del cubo abbia acqui* 
stata quella celebrità della quale ha poi goduto presso de' Geometri , 
nella Scuola Platonica , mentre quelli che lo avevano anteriormente 
conoscinto, non se n’ erano molto occupati j e che l'altro dello stesso 
ordine , quello cioè della trisezione dell’ angolo avesse eccitati gli sfor- 
zi della stessa -cuoia 

Or non è da mettersi in duhhio , che ti dell’ uno , che deli' altra 
Problema sieusi molto occupati nel Lteeo ; poiché esistono molte ao- 
luiioni dèi primo di essi , congegnate in diversi modi , da Platone stesso , 
da Archita Tarentino , da Eudosso , Eratostene , Menecmo , e da altri 
Geometri di questa Scuola; ma oltrondc avendoci Pappo lasciato no- 
tato che gb antichi , nel tentare b soluzione di tali due Probi. , esitar 
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Questa diversità nel modo di costruire i Problemi 
gli fece da essi distinguere in tre generi , al primo de* 
«piali rapportarono quelli cbe costruiscono tirando ret- 
te o descrivendo cerchi , e questi li chiamarono Piani , 
poiché tali linee hanno la loro origine nel piano. I 
Problemi del secondo genere eran quelli che esigevano 
per la loro costruzione una delle sezioni coniche , e li 
dissero Solidi , non già perché queste , linee hanno la 
loro origine in un solido , com’ è 1’ opinione del New- 
ton ; ma bensi ' perché , non essendo noto agli antichi 
verun metodo da poter descrivere queste curve in un 
piano , essi combinavano per la composizione de’ Pro- 

r t- • . - a ' , - 


tono , porche non ancor* conoscevano le curve coniche , delle quali 
non t da recarsi in dubbio che Aristeo scrisse cinque libri; bisogna 
convenire , che questi due Problemi fossero stati agitati e risoluti ani 
teriormente a Platone , e quindi nella Scuola Italica. • 

Per vie più stabilire che il Probi, della trisezione dell'angolo fu riso- 
luto in una tale scuola , addurrò un 1 argomento convincentissimo rica- 
vato da un altro luogo di Pappo, La prima verità elio naturalmen- 
te discende dalla geoesi stessa della Quadralrice è la divisione 
di un angolo in data ragione , c sembra , come dice lo stesso Monta- 
ci* , che V invenzione di questa curva sia dovuta alle ricerche fatte 
per risolvere un tal Problema. Or Pappo al proposito di esso si espri- 
me nel seguente modo : Datum quidem angui um , rei circumferentiam 
tripartito secare solidum est , ut ante ostcndimui , sed datum an- 
gui um , rei circumferentiam secare in dalam proportionem lineare 
est , et a junioribu 3 demonstratum fuit. Egli -dunque c iodica mani- 
festamente , che il Probi, della divistone di un angolo in data ragio- 
ne, fu risoluto molto posteriormente all’ altro della trisezione , giacchi 
chiama juniores quelli cbe ai occuparono di queste. E poiché 1’ inven- 
zione della Quadratrice deesi a Dinostrato, fratello del Geometra Me- 
neemo , p articolar discepolo di Platoue , come abbiam da Proclo; bi- 
sogna perciò conchiudere , che il primo di tali Problemi non sia stato 
proposto e risolato nel Liceo’; ma bensì molto tempo innanzi. Per confer- 
mar l'opinione che Pappo coll'epiteto juniores vuole disegnare i Geometri 
della Scuol» Platonica , rapporterò un altro luogo , ove egli dice: A4 
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Memi di questo genere i còni stessi su i quali erano se- 
gate ; il che chiaramente rilevasi da quel luogo di Pap- 
po , ove dice : Solida appellantur , namque ad cort- 

etruclionem necesse est solidarum fgurarum superficiebus, ni - 
mirum conicis uti. Finalmente ascrivevano al terzo genere 
tutti que’ Problemi che si potevano costruir solamente con 
una delle curve piu composte che le Sezioni coniche , 
ed aventi , com’ essi si esprimevano , una genesi varia 


eirculi quadraluram assumpta est a Dino strale , et fiicomede , et 
nonnullìs junioribus quaedam linea , cui ab accidente , quod circa 
ipsam , nomea inipotitum est. f'ocetur alt ipsis Tctragouizusa , hoc 
est linea quadrane. 

Dalle cose già dette è chiaro che la Geometria Sublime era mol- 
lo avanzata nella Scuola di Pitagora , ond' è che la Geometria Ele- 
mentare ri doveva esser perfezionata, se nou pel rigore e pel meto- 
do che ri ha posto Euclide , almeno per le verità che la compon- 
gono. Or non essendo concettibile che tan te scoperte le qnali , 
può dirsi , avevan fissati fin da que' tempi i limiti della Geometria 
degli antichi , siensi fatte senza che agli inventori di esse fosse cono- 
sciuta 1' Analisi Geometrica , la sola guida del Geometra nelle sua 
ricerche matematiche ; bisogna perciò fissare questa sublime invenzio- 
ne dello spirito uinauo ad una tal' epoca : e solamente potrà supporti 
che Platone , cui tanta gloria si è perciò tributata , abbia ridotto in 
precetti un tal metodo , e contribuito a renderlo più manifesto e 
comune. 

Nè tampoco «i dovrà a Menecmo attribuire la scoperta de’ Luoghi 
Geometrici , e la loro applicazione alla costruzione de’ Problemi inde- 
terminati ; poiché altrimenti come si spiegherebbe si gran caso che à 
Geometri anteriori a Platone fecero de' Luoghi Solidi , de’ quali Ari- 
ateo seniore scrisse cinque libri. E poi , avendo noi provato che i primi 
Geometri che si occuparono del Probi, della trisezione dell’ angolo fu- 
rono anteriori a Platoue, è fuor di dubbio che questi seppero risolve- 
re un tal Problema combinando le curve coniche : poiché Pappo oi 
ha lasciato notato , che lo ridussero all' altra di : Inclinare tra i tali 
di un angolo retto una retta data , la quale passasse prodotta por 
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«.difficile. Tali erano la Quadratrice, la Concoide, la 
Cissoide e la Spirale ; ed i Problemi di questo genere 
gli chiamarono Lineari. . , , 

Questa distinzione de’ Probi, ci è stata da Pappo 
notata in due luoghi delle sue Co llezioni , nel secondo 
de’ quali , che fa più al nostro proposito , poiché ivi 
•i ragiona del Problema della trisezione dell’ ango- 
lo , dice ; Antiqui Gecmetrae datum anguìvm redi - 
lineum tripartito secare volente t , ob hanc caussum 
haesitarunt. Problema! um qua e in Geometria consideran- 
tur tria esse genere dicimus , et eotvm alia quidem Pla- 
na , alia Solida , alia vero Linearia appellari. E più 
appresso dopo di aver dato di questi tre generi di Pro- 
blemi le definizioni quassù recate , conchiude : Jtaque 
cum hujusmod i sit Pr oblemaium differenlia , antiqui Geo- 
metrae problema jam dicium in qngulo , quod natura 
solidum est , per plana inquirentes invenire non potue- 
runt , nondum enim ipsis cognitae erant Coni sectiones , 
et ob hanc caussam haesitarunt. Postea vero angulum 
tripartito diviserunt ex conici s , ad inventionem infra- 
scripta inclinai ione utente ?. Un tal Probi, di riduzione 
è quello indicato alla fine della nota precedente. 

Ed il Newton nella sua Aritm. Unir., contentando 
questo luogo di Pappo , dice : Veteres , ut ex Pappo 
discimus , trisedionem anguli , et inventionem duarum 
medie- proportionalium , sub inilio per reclam liaeam et 


• .1 

un dato punto ; e die poi costruirono questo Probi, elegantemente , 
facendo iutcrsegarc un Iperbole con un cerchio. Quindi siccome i 
Veramente nella Scuola Platonica che si svilupparono, e si diede regola 
a molte scoperte de’ Geometri anteriori , avrà potuto Menecmo , tutto 
al più , contribuire per questo riguardo a quella de’ Luoghi Geo- 
metrici, 

..... 
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eirculum frustra aggressi sunt postea considerare eoe* 
perunt alias permultas lineas , ut Concoidem , Cissoidem 
et Conicas sectiones , et per harum aliquas solverunt 
Problemata. Tandem r re penitus exa minata , et sectio- 
nibus conicis in Geometriam receptis , Problemata di- 
slinxerunt in iria genera : Plana quae per lineas a pla- 
no originem derivantes , rectam nempe et eirculum solvi 
possint. Solida , • quae per lineas ortum a solidi idest 
coni consideratione derivantes solvebatur ; et Linearia ad 
quorum solutionem requirebantur lineile magis composi- 
tae. Et justu liane dislinctionem , « problemata solida per 
» alias lineas quam conicas Sectiones solvere a Geometria 
y> al iena m est. * 

Perchè non sapevano essi descrivere le curve co- 
niche in un piano , come abbiamo poc’ anzi detto , no» 
ricevettero nella Geometria che i soli Problemi costrui- 
bili tirando rette e descrivendo cerchi , ond’ è che Pappo 
parlando del Probi . delle due medie proporzionali , di- 
ce : Antiqui Geometrae problema antedictum , quod na- 
tura solidum est , geometrica ratione innixi construere non 
potuerunt , quoniam ncque coni sectiones facile est in 
plano designare : ed il Vieta , nell’ introduzione al suo 
Apollonio Gallo , si esprime cosi : Duplicavit cubimi 
per parabolas Menechmus ; an igitur duplicalus est geo~> 
metrice cubus ? Quadravit eirculum per volutam inor- 
dinatam Dinostratus , per ordinatam Archimedee ; an 
igitur geometrice quadratus est circulus ? Jd vero ne- 
mo pronunciabit Geometra : reclamarci Euclidee et Iota. 
Euclideorum Schola ; e poco dopo , soggiungendo di ciò 
la ragione, dice; conicas sectiones in plano describere, 
temper veriU sunt auSiqui. . , 

Ma in seguilo , wsta k possibilità di tal descrizione 
wel piano -, 'divennero anche geometricamente risolati 
que’ Problemi che costruivansi con queste curve ; e sola- 
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mente riputarono essi grave peccato in Geometria il co- 
struir con queste o con altre curve un Problema che 
fosse piano , del pari che il pretendere di risolvere 
come piani que’ Problemi che si appartenevano al ge- 
nere de’ Solidi e de’ Lineari. Ed a tal proposito ec- 
co come si esprime lo stesso Pappo : Vide tur autem 
peccatum non parvum esse apud Geametras , cum Pro- 
blema Planum per conica vel linearia ab aliquo itiveni- 
tur , et ut summatim Jicam , cum ex improprio sol- 
vilur genere : ed il Cartesio , dopo di aver esposta la 
natura de’ Problemi solidi, sogghigno : Nec minus vi- 
tiurn est constructionem ejus poslea per rectas lineas et 
circulos tentare , quam ad constructionem illorum in qui- 
bus non nisi circulis est opus , sectiones conicas ad- 
hibere , siquidem quicquid ignorantiam aliquam testatur , 
peccatum dici moeretur. Si rincontri pure a tal proposito 
il sentimento del Newton già sopra recato. 

I trisegatori dell’ angolo , ed i duplicatori del cu- 
bo , commettono dunque un grave peccato geometri- 
co , tanto più che tutt’ i Geometri ne li hanno av- 
vertiti. 

I Moderni , dopo il felice innesto dell’Algebra alla 
Geometria , riconobbero un’ altra distinzione ne’ Pro- 
blemi , dipenderne dalla loro natura. Essi gli classifica- 
rono dall’ equazione alla quale si perviene risolvendoli^ 
quando però questa non sia capace di abbassamento , 
Stabilirono perciò che si costruissero tirando rette o 
descrivendo cerchi tutti que’ Problemi , 1’ equazione de' 
quali ascende al primo o al secondo grado ; che biso- 
gna descrivere almeno una delle tre sezioni coniche per 
costruir quegli altri , la di cui equazione ascende al terzo 
o al quarto grado ; e finalmente che quando l’equazione 
ad un Problema è di uu grado maggiore del quarto , 

*4 
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contiene impiegarvi altre curve gradatamente superiori 
alle sezioni coniche (*). 

Le ricerche degli Antichi fatte co’ metodi eh’ essi 
possedevano per eia ssificare i Problemi , de’ quali non 
essendone a noi giunta notizia , ho cercato di divinar- 
ne l’ orditura in una memoria , che avrò 1’ onore di 
sottomettere altra volta al vostro savio giudizio ; e gli 
artifizj attivi ed ingegnosi deir Analisi moderna , 
hanno del pari provato , che il Problema della Tri- 
sezione dell’ Angolo è di sua natura solido . Ond r é 
che a' giorni nostri stimasi ageomelrico 1* occuparsi in 


(*) Per non rapportar qui i molti luoghi della Geometria del Car- 
tesio ne’ quali egli parla di una tal distinzione de' Problemi, fatta do- 
po 1’ applicazione dell’ Algebra alla Geometra , trascriverò il riassun- 
to che uè fa il suo cementatore Schooten. 

Quocirca , postquam secando libro ostensum est , quo patto car- 
ene l incae mediani ib us aequationibus , quae exhibent' relationem 
quam ipsarum 'pancia habent ad panda lineae reclae , distingui 
postini in. certa genera , alque exinde cognosci quaenam illarum 
magis sint composi! ae , superest ut explicemus quomodo scin possit 
utrum Problema aliquod sit vel plaaum , vel solidum , rei denique 
lineare. Arguitur autem Problema planum esse , cum aequatio ad 
quam perducitur, postquam ad simplscissimos termiaos est reducta, 
qtque amplius reduci nequit , plana exislit , hoc est ut incognita 
quantitas ad quadratum adscendat , duasve habeat dimensiones , 
illaque per rectas lineai, et circulorum circumferentias inceri ir i pos- 
sit , quemadmodum primo libro fuit ostensum. Al vero solidum es- 
se , quando aequatio quae ex eo deducitur , postquam ad sànpli- 
cissimos terminos reduntp es(, talis existit , ut incognita quantitas ad 
tres , aut qualuor dimensiones adscendat , ipsaque non nisi conicam 
aliquam sectionem in constructionem adhibendo ì nveniri queat. Ac 
denique lineare , ubi aequatio illa , postquam non amplius reduci- 
bilis est , plusquurn solida existat , et incognita quantitas ad quin- 
que aut sex dimensiones assurgit , vel etitfm ad septem aut octa, , 
vel ad novem aut decem dimens iones , alque ita porro in injinitumi 
ipsaque non nisi per curvam secundi , aut tertii, aut superioris de- 
nique generis incentri polest. 
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risolvere un tal Problema come piano (') ; ed i Geo- 
metri e le Accademie han giudicato disdicente il dar 
«scolto a’ reclami di coloro , che vanuo indagando la 
soluzione piana di questo Problema, e vani i tentativi 
per persuaderli; 

Ed in comprova di ciò non trovo fuori di propo- 
sito il trascrivere qui una dotta lettera a me diretta 
dal Chiarissimo Matematico Romano Signor Gioacchino 
Pessyti , in occasione di un Opuscolo sulla duplicazione 
del cubo , che da un nostro Frate si pubblicò colle 
stampe , qui in Napoli ; del che col suddetto Pessuti 
me ne dolsi , poiché prima di stamparsi aveva io per 
ordine esaminata e disapprovata una tal pretesa soluzione. 

. ; Roma lì i/j. Dicembre i8oi. 

5tnnatt.uin»j (Stuoie-—-, 

a» . , , . . 4 

j , r f 

» I quadratoli del cerchio , i trisegatori dell’ an- 
» golo , ed i duplicatori del cubo sono uno de’ mag- 
» giori tormenti de’ poveri Geometri , e posso assicu- 
» rarla , che ne ho io avuta la porzion mia . Ma vi 
» vuol pur pazienza ; , e quando prima di stamparle 
» vengono a richiedervi del vostro parere sulle loro 

•• ■ 

(•) Giorgio Kraift, nelle sue Istituzioni di Geometria Sublime, do* 
po di avere in varj luoghi eposta la dottrina degli antichi su i due Pro- 
blemi della trisezione dell'angolo , e della duplicazione del cubo , con. 
chiude nel J. <91. Quarc irrilus est eorum conntus qui Problema 
trisectionis anguli obsolete cupìunt circini et rcgulae, aut Geometriae 
elementaris subsidio ; hoc enim natura ifuaestionis non patitur, quae 
Geomctriam subliiriiorem hi» requirit. E poco dopo alj. 193. ripete : 
Irritus imitar est conatus trisectionis anguli absolyendae hujus m»th*- 
di opt , per . circinum et regulam, 
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» pretese scoperte , bisogna pure per civiltà far i«m* 
» bianza di ascoltarli , e tentare , quantunque sempre 
» inutilmente , o di persuaderli dell’impossibilità della 
Si cosa , o di ritrarli da’ loro paralogismi. Quando pe- 
si rò hanno scoppiato al Pubblico, e vi mandano bo- 
li riosamente i loro libri , allora si che non v* è alcun 
» bisogno di riceverli , e molto meno di leggerli , ed 
» io ho cosi fatto , e farò sempre . E così appunto ne 
» ho usato col libercolo del Frate di Trapani , che 
» mi era ben noto prima della di lei lettera ; ma che 
» non ho voluto mai ricevere , anzi neppur toccar* 
ii colla punta delle dita ; quantunque presentatomi a 
» nome di cotesto Duca di S. Arpino , dal mio buon 
» padrone il signor Duca di Sermoneta. Io dunque 
» non ho altra contezza de* paralogismi del Frate di 
» Trapani , sCnonchè quella eh* Ella me ne dà nella 
» sua , e non Voglio di più , perchè mi basta per far- 
li mi capire , eh* egli è anche al di sotto degli altri , 
)i che nella sua paralogistica carriera 1* han preceduto. 
» Io stento a credere che il buon Frate sia in grado 
» d’intendere la dimostrazione eli’ ella dà de* suoi para- 
li logismi , quantunque essa sia sì semplice , evidente 
» ed elementare.. Alle di lei dimostrazioni , se valesse 
» la pena di farlo , si potrebbe aggiungere anche que- 
ll st» altra ( e qui questo degno Geometra dimostra an~ 
eh' Egli in due modi diversi , ed elegantissimi , che io 
tralascio di rapportare , poiché inutili al presente oggetto , 
V insussistenza di tal pretesa soluzione ). Ma a che gio- 
ii va accumular ragioni cantra - il Frate di Trapani ed 
>i i suoi pari. O non sì arrenderà , o se fingerà pure 
» di arrendersi , per sostenere il suo pazzo assunto , vi 
» tormenterà con nuovi paralogismi più sciocchi de’pri-, 
» mi. Lo abbandoni dunque al suo delirio , come un ma- 
li lato di cui è disperata la guarigione, ed- impieghi 
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n piuttosto il suo tempo , e quelle disposizioni che in 
» lei ravviso , nel coltivare e promuovere la vera e buona 
» Geometria. Sono con tutta la stima , ec. 

Intanto questa mania di trisegar 1* angolo riproducen- 
dosi di tempo in tempo presso di noi , non sarà fuor di 
proposito, che io quaggiù riduca in tanti Canoni que’ prin- 
cipi da' quali , e la natura di un tal Problema , e 1* inutilità 
delle ricerche de’ trisegatori chiaramente si rilevano. 

Casose I. 

« 

I Geometri Antichi stabilirono per principio di 
scienza, che il Problema della Trisezione Angolare sia 
solido di sua natnra . 

Veggansi i quassù rapportati luoghi di Pappo. 

Casosi II. 

i • • 

Tutti i Geometri Moderni , e i più sublimi Analisti 
han pur rassodato il detto principio di scienza $ ed i 
garanti di ciò sono immensi ed ovvj. 

4 

Casose III . 

Dunque l’impossibilità di risolvere circino et regula il 
Problema della Trisezione Angolare , non è relativa ; ma 
assoluta. 

Casosi IV. 

II Problema della Trisezione Angolare ne olire in- 
tuitamente , o col debito sviluppo tre casi , che sono 
diversi tra loro , e da una medesima equazione locale di- 
notati. Dunquel» sua costruzione deve esibir necessariamen- 
te tre punti , o trt iùtérsezioni , che rilevino que’ tre casi. 

Queste cose sono chiare per gli Elementi di Geo- 
metrìa Sublime. 
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Canone V. 

Ogni costruzione geometrica che si pratichi circinó 
et regula non può assegnar tre punti, o tre casi. Dun- 
que è intrinsecamente impossibile il trisegare un angolo 
colla Geometria Elementari- 

E ciò si rileva dagli Elementi di Geometria. 

Canone VL 

* 

Cotesta costruzione può ottenersi colla retta e la 
Concoide , come fu praticato dal sommo Archimede , 
o dalla sinuosa di Cramer e da una retta , ec. Ma pia- 
ce a’ moderni di ottener que’ punti , con combinarvi 
due linee del second’ ordine ; e tra queste soluzioni di- 
stinguonsi la Cartesiana, la Slusiana e la Yivianea, le 
quali non solamente sono eleganti ; ma son pur esenti 
da immaginarie intersezioni , che non sono atte ad indi- 
care i casi del Problema. 

Canone VII. 

Tutti i Problemi Solidi riduconsi alla trisezione 
dell* angolo , ed all’ invenzione di due medie propor- 
zionali tra due rette date. Dunque se il primo Proble- 
ma fosse piano , come lo stesso dell’ altro potrebbe dir- 
si , la Classe de’ problemi solidi sarebbe distrutta. E 
quindi anche quella degl’ ipersolidi. Nè più sarebbe 
concepibile I* uso della Geometria Sublime. 

Canone Vili. 

Che anzi tutti i Problemi Geometrici , non solo 
sarebbero piani-, ma del primo grado. E gli stessi 
Elementi di Geometria Piana sarebbero semplicabili , 
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per dovervisi togliere il Postulato terrò , e deprimere 
i Problemi di secondo grado. 

Canone IX. 


L’ ordine delle curve del primo genere , del secon- 
do , del terzo ec. sarà benanche abolito , potendosi 
dubitare della permanenza del grado della loro equa- 


zione. 


Canone X. 


L’equazione della Trisezione Angolare , qualunque 
sia quel sentiero geometrico onde vi si è pervenuto , è 
sempre cubica nel suo grado , e del caso irriducibile. 
Qui tutte tre le radici sono reali , sebbene sienvi sotto 
fqrma immaginaria esibite. 

< : - . Canone XI. 


Niun Analista ha mai sospettato potersi deprime- 
re cotesta equazione, t questo artifizio di Analisi ha 
luogo quando nell’ equazione vi sieno de fattori stranie- 
ri , cioè alcuni valori dell’ ignota soddisfacenti all equa- 
zione , e non già al Problema donde ella si ricava. Or 
ciò non è concepibile nell’ equazione per la Trisezio- 
ne Angolare. ’ • / 

' * / ir , ■ , . ... » * 

Canone XII. 

' 1 *f . . • 1 • 

Ciascuna radice dell’ anzidetta equazione , per ra- 
gion del nesso essenziale de’ tre casi del detto Proble- 
ma , è una funzione delle altre due radici. Dunque dalla 
teorica delle funzioni analitiche siamo convinti , che 
non si possa generalmente ottenere l’ indicata depressione. 


\ 


/ 


• Digitized by Google 


M O 1 V*. 




Canone XIII. 


Non pertanto in certi casi particolari divien de- 
primibile la rapportata equazione. E quindi ne' mede- 
timi casi potrà circino et regula Insegarsi 1* angolo , 
o l’arco. 

Questi archi trisegabili c irei no et regula sono mol- 
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tassimi, e compresi nella forinoti a generale , ove 

a™ 

la 9 dinoti una parte dell’ arco quadrantale , la quale si 
possa esibire con artifìci elementari. 


Canone XIV. 

Non è nuovo nelle ricerche matematiche, che si pos- 
sa ottenere in certi casi particolari ciò che in generale 
è impossibile ad ottenersi. Vi sono in fatti delle curve 
non quadrabili generalmente , le quali si possono poi 
quadrare in certi casi particolari. 

Ed ecco accennati i principali luoghi de’ Geometri 
*1 antichi che moderni riguardanti il Problema della Tri- 
sezione Angolare , ed indicati i priucipj che la Geo- 
metria e l’ Analisi somministrano per mostrare l’ assolu- 
to impossibilità di costruire un tal Problema colla ret 
to e col cerchio. Possa questo mio breve esame sulla 
natura di tal Problema produrre , or che lo rendo pub- 
blico , l’ effetto desiderato. 

’ . » * |~» M » ■ . , 

FINE DELLA TRIGONOMETRIA, 
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